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Abstrakt
Pra´ce se veˇnuje problematice torzn´ıho kmita´n´ı pohon˚u kolejovy´ch vozidel. V u´vodn´ı cˇa´sti
je uvedena za´kladn´ı resˇersˇe koncepc´ı teˇchto pohon˚u. V teoreticke´ cˇa´sti jsou odvozeny ma-
tematicke´ modely torzn´ıho kmita´n´ı hrˇ´ıdel˚u jako 1D kontinu´ı pouzˇit´ım metody konecˇny´ch
prvk˚u, vcˇetneˇ teoreticke´ho rozboru kontaktu kolo-kolejnice. Metodika vy´pocˇtove´ho mo-
delova´n´ı a dynamicke´ analy´zy je aplikova´na na pohonnou jednotku vyv´ıjenou na ZCˇU
ve spolupra´ci s firmou Wikov MGI a.s. Implementace vytvorˇene´ metodiky modelova´n´ı je
provedena v programove´m prostrˇed´ı MATLAB.
Kl´ıcˇova´ slova: torzn´ı kmita´n´ı hrˇ´ıdel˚u, metoda konecˇny´ch prvk˚u, kontakt kolo-kolejnice,
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Abstract
This bachelors thesis is concerned with an issue of mathematical modelling and computati-
onal analysis of torsional vibration of drive systems for railway applications. In the induc-
tory part of the thesis, basic drive designs for railway aplications are mentioned.In the the-
oretical part, mathematical models of torsional vibration of shafts as 1D continuum are
derived using finite element method, theory of wheel rail contact is also mentioned. The de-
rived methods of computational modelling and dynamic analysis are applied to drive sys-
tem which is being developed at the University of West Bohemia in cooperation with
company Wikov MGI a.s. Implementation of derived methods of modelling is performed
using MATLAB.




1.1 C´ıle pra´ce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2 Za´kladn´ı resˇersˇe koncepc´ı pohon˚u kolejovy´ch vozidel 9
2.1 Centra´ln´ı pohon spojnicovy´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Individua´ln´ı pohon dvojkol´ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.1 Pohony s trakcˇn´ım motorem s osou rovnobeˇzˇnou s na´pravou . . . . 9
2.2.2 Pohon motorem s osou kolmou k na´praveˇ . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.3 Nı´zkopodlazˇn´ı koncepty individua´ln´ıho pohonu dvojkol´ı . . . . . . . 13
2.2.4 Koncepty pro vysokorychlostn´ı vozidla . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3 Skupinovy´ pohon dvojkol´ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3.1 Nı´zkopodlazˇn´ı koncept skupinove´ho pohonu dvojkol´ı . . . . . . . . 16
2.4 Shrnut´ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3 Modelova´n´ı torzn´ıch kmit˚u pohonny´ch soustav s ozubeny´mi koly 18
3.1 Matematicke´ modely diskre´tn´ıch mechanicky´ch soustav . . . . . . . . . . . 18
3.2 Modelova´n´ı torzn´ıho kmita´n´ı hrˇ´ıdel˚u metodou konecˇny´ch prvk˚u . . . . . . 19
3.3 Model torzn´ıho kmita´n´ı hrˇ´ıdelove´ soustavy . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.4 Hrˇ´ıdelova´ soustava s ozubeny´m prˇevodem . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.5 Vnitrˇn´ı dynamika ozubeny´ch prˇevod˚u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.5.1 Matematicky´ model torzn´ıch kmit˚u ozubeny´ch kol . . . . . . . . . . 28
3.5.2 Matematicky´ model hrˇ´ıdelove´ soustavy s vnitrˇn´ım buzen´ım . . . . . 30
3.6 Model kontaktu kolo-kolejnice s vlivem skrˇ´ıneˇ vozidla . . . . . . . . . . . . 31
3.6.1 Adhezn´ı u´cˇinky p˚usob´ıc´ıch v kontaktu kolo-kolejnice . . . . . . . . . 31
3.6.2 Matematicky´ model hrˇ´ıdelove´ soustavy s kontaktem kolo-kolejnice
pro vysˇetrˇova´n´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.6.3 Matematicky´ model hrˇ´ıdelove´ soustavy s kontaktem kolo-kolejnice
pro cˇasovou simulaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4 Metody dynamicke´ analy´zy kmitaj´ıc´ıch soustav 38
4.1 Moda´ln´ı analy´za linea´rn´ıch konzervativn´ıch soustav . . . . . . . . . . . . . 38
4.2 Moda´ln´ı analy´za linea´rn´ıch silneˇ nekonzervativn´ıch soustav . . . . . . . . . 39
4.3 Usta´lena´ odezva harmonicky buzeny´ch soustav . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.3.1 Slabeˇ nekonzervativn´ı model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.3.2 Silneˇ nekonzervativn´ı model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.4 Numericka´ integrace pohybovy´ch rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5 Aplikace na vnitrˇn´ı vestavbu prototypu vysokorychlostn´ı pohonne´ jed-
notky 46
5.1 Vy´pocˇtove´ modelova´n´ı pohonne´ jednotky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
5.2 Moda´ln´ı analy´za . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.2.1 Moda´ln´ı analy´za pohonne´ jednotky . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.2.2 Moda´ln´ı analy´za pohonne´ jednotky s kontaktem kolo-kolejnice . . . 53
5.3 Usta´lena´ odezva na vnitrˇn´ı buzen´ı vlivem kinematicke´ u´chylky kol . . . . . 57
5.3.1 Vnitrˇn´ı vestavba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.3.2 Pohonna´ jednotka s kontaktem kolo-kolejnice a vlivem skrˇ´ıneˇ vozidla 61
5.4 Simulace rozjezdu vozidla v cˇasove´ oblasti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.4.1 Rozjezd bez prokluzu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5.4.2 Rozjezd s prokluzem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6 Za´veˇr 69
A Usta´lena´ odezva na buzen´ı kinematickou u´chylkou 71
1 U´vod
Pohonne´ syste´my pouzˇ´ıvane´ v kolejove´ dopraveˇ prˇena´sˇej´ı moment z trakcˇn´ıho motoru
nebo spalovac´ıho motoru (obvykle dieselove´ho) na dvojkol´ı prˇes prˇevodovou skrˇ´ınˇ. Hnac´ı
vozidlo ma´ alesponˇ jedno dvojkol´ı hnane´. Pohony kolejovy´ch vozidel mus´ı splnˇovat neˇkolik,
zda´nliveˇ protich˚udny´ch, pozˇadavk˚u. Mus´ı by´t schopny prˇena´sˇet vysoke´ vy´kony, azˇ 1600
kW na na´pravu, za´rovenˇ je prostor pro pohon omezen a soucˇasneˇ je kladen d˚uraz na n´ızkou
hmotnost. Je vsˇak potrˇeba pohon kolejove´ho vozidla v pr˚ubeˇhu provozu udrzˇovat. Z toho
plyne pozˇadavek na n´ızke´ na´klady a dlouhodobou zˇivotnost. U novy´ch lokomotiv prob´ıha´
u´drzˇba pravidelneˇ, avsˇak hlavn´ı servis je proveden azˇ pote´, co vozidlo uraz´ı kolem milionu
kilometr˚u. Rychlovlaky mohou dosa´hnout i 350 km/h a to vsˇe je dnes nutne´ mı´t na pameˇti
prˇi jejich konstrukci. Na´roky na spolehlivost jednotlivy´ch komponent pohonu jsou proto
striktneˇjˇs´ı nezˇ u jiny´ch druh˚u dopravy. V u´vodn´ı cˇa´sti te´to pra´ce je uvedena za´kladn´ı
resˇersˇe koncepc´ı pohon˚u kolejovy´ch vozidel.
V soucˇasne´ dobeˇ je prˇi konstrukci pohonny´ch syste´mu˚ vyuzˇito matematicke´ho mode-
lova´n´ı. Vy´hodou tohoto modelova´n´ı jsou n´ızke´ financˇn´ı na´roky a s rozvojem vy´pocˇetn´ı
techniky take´ prˇesnost rˇesˇen´ı. Matematicke´ a vy´pocˇtove´ modelova´n´ı na´m umozˇnˇuje zkou-
mat mechanickou odezvu syste´mu prˇi provozu a ladit na´vrhove´ parametry modelu tak,
abychom zlepsˇili jeho dynamicke´ chova´n´ı. V teoreticke´ a aplikacˇn´ı cˇa´sti se pra´ce zameˇrˇuje
na odvozen´ı matematicky´ch a vy´pocˇtovy´ch model˚u torzn´ıho kmita´n´ı hrˇ´ıdelovy´ch soustav
pohon˚u kolejovy´ch vozidel.
1.1 C´ıle pra´ce
Hlavn´ı c´ıle pra´ce jsou
• za´kladn´ı resˇersˇe koncepc´ı pohonu kolejovy´ch vozidel,
• modelova´n´ı torzn´ıch kmit˚u soustav s ozubeny´mi koly,
• torzn´ı model pohonu s respektova´n´ım skrˇ´ıneˇ vozidla a kontaktu kolo-kolejnice,
• aplikace na prototyp vysokorychlostn´ı pohonne´ jednotky.
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2 Za´kladn´ı resˇersˇe koncepc´ı pohon˚u kolejovy´ch vozi-
del
V pr˚ubeˇhu vy´voje kolejovy´ch vozidel vznikla cela´ rˇada koncepc´ı. V za´sadeˇ je lze v prˇ´ıpadeˇ
pohonu dvojkol´ı rozdeˇlit na centra´ln´ı pohon spojnicovy´, individua´ln´ı a skupinovy´ pohon
dvojkol´ı.
2.1 Centra´ln´ı pohon spojnicovy´
Tento typ pohonu [1] pocha´z´ı z dob parn´ıch lokomotiv (Obr. 1), kde byla dvojkol´ı spojena´
pevnou vazbou, spojnic´ı 8. Rozp´ına´n´ım pa´ry v parn´ım va´lci 1 se pohyboval p´ıst s p´ıstnic´ı
3. Klika 7 na kole 6 spolecˇneˇ s ojnic´ı 5 a krˇizˇa´kem 4 tvorˇ´ı klikovy´ mechanismus, ktery´
meˇn´ı posuvny´ pohyb p´ıstnice na rotacˇn´ı pohyb kola. Kola jsou vyva´zˇena protiza´vazˇ´ım 9.
Vy´hodou takto usporˇa´dane´ho pohonu je, zˇe nemu˚zˇe doj´ıt k prokluzu jednoho dvojkol´ı.
K prokluzu mu˚zˇe doj´ıt jedineˇ prˇi ztra´teˇ adheze vsˇech propojeny´ch kol.
Nevy´hodou je potrˇeba vyvazˇova´n´ı kol v d˚usledku rotacˇn´ıho pohybu kola a kliky a t´ım
zp˚usobeny´ch setrvacˇny´ch u´cˇink˚u.
Obr. 1: Centra´ln´ı pohon dvojkol´ı [1]
2.2 Individua´ln´ı pohon dvojkol´ı
Individua´ln´ı pohon dvojkol´ı znamena´, zˇe jedn´ım zdrojem (trakcˇn´ı motor) je poha´neˇne´
pouze jedno dvojkol´ı (na´prava). Tento druh pohonu lze da´le rozdeˇlit na pohony s trakcˇn´ım
motorem s osou rovnobeˇzˇnou s na´pravou, s trakcˇn´ım motorem s osou kolmou k na´praveˇ
a da´le pak koncepty pro n´ızkopodlazˇn´ı, prˇ´ıpadneˇ vysokorychlostn´ı vozidla.
2.2.1 Pohony s trakcˇn´ım motorem s osou rovnobeˇzˇnou s na´pravou
Prˇ´ımy´ pohon
Jeden z nejjednodusˇsˇ´ıch zp˚usob˚u je nasazen´ı rotoru motoru na na´pravu. Hnac´ı moment
se tak z motoru na dvojkol´ı prˇena´sˇ´ı bez prˇevodu cˇili prˇ´ımo. Ota´cˇky motoru se shoduj´ı
s ota´cˇkami dvojkol´ı. Sche´ma tohoto pohonu [1] je zna´zorneˇno na Obr. 2.
Na dvojkol´ı 1 je prˇ´ımo nasazen rotor 2. Stator motoru 3 je ulozˇen pomoc´ı lozˇisek 4
na na´praveˇ.
9
Obr. 2: Prˇ´ımy´ pohon dvojkol´ı [1]
Vy´hodou tohoto usporˇa´da´n´ı je jednoducha´ konstrukce a male´ na´klady. Avsˇak nevy´hod
je pomeˇrneˇ v´ıce. T´ım, zˇe je cela´ hmotnost motoru ulozˇena na na´praveˇ, vznikaj´ı velke´
nevypruzˇene´ hmoty a t´ım i znacˇne´ zat´ızˇen´ı cele´ho syste´mu.
Pohon tlapovy´m motorem
Jedna´ se o jednu z nejstarsˇ´ıch koncepc´ı pohonny´ch syste´mu˚ kolejovy´ch vozidel [1]. Byla
a sta´le je vyuzˇ´ıva´na u tramvaj´ı a elektricky´ch nebo dieselelektricky´ch lokomotiv. Tento
koncept je pouzˇ´ıva´n pro neˇktere´ sve´ pozitivn´ı vlastnosti. Patrˇ´ı k nim jednoduchost, spo-
lehlivost a prˇijatelne´ vy´robn´ı na´klady. Jako kazˇda´ varianta ma´ i tato jiste´ nevy´hody. T´ım,
zˇe prˇiblizˇneˇ polovina hmotnosti motoru spocˇ´ıva´ na na´praveˇ, je tato hmota nevypruzˇena´
a mohou tak vznikat dynamicke´ slozˇky reakc´ı v lozˇiska´ch a t´ım velka´ zat´ızˇen´ı jednotlivy´ch
soucˇa´st´ı. Z tohoto d˚uvodu je tento koncept limitova´n rychlost´ı vozidla. Sche´ma syste´mu
je na Obr. 3.
Obr. 3: Pohon tlapovy´m motorem [1]
Trakcˇn´ı motor 1 je ulozˇen na ra´mu podvozku 4 pomoc´ı za´veˇsky 5 a na na´praveˇ 3 pomoc´ı
lozˇisek 2. Krout´ıc´ı moment motoru poha´n´ı ozubena´ kola 6 a 7 umı´steˇne´ v prˇevodove´ skrˇ´ıni
8. Kolo 7 je pevneˇ spojeno s na´pravou.
Velikost nevypruzˇeny´ch hmot lze redukovat pruzˇnou za´veˇskou, jako naprˇ´ıklad na Obr. 4.
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Obr. 4: Tlapovy pohon s pruzˇnou za´veˇskou [3]
Pohon kloubovou hrˇ´ıdel´ı procha´zej´ıc´ı dutinou rotoru trakcˇn´ıho motoru
Pokud je pohonny´ syste´m vy´razneˇ prostoroveˇ omezen, lze pouzˇ´ıt duty´ rotor motoru s klou-
bovou hrˇ´ıdel´ı procha´zej´ıc´ı touto dutinou [1], viz Obr. 5.
Obr. 5: Pohon kloubovou hrˇ´ıdel´ı procha´zej´ıc´ı dutinou rotoru trakcˇn´ıho motoru [1]
Motor 2 je pevneˇ umı´steˇn na ra´mu 1. Duty´ rotor 3 poha´n´ı prˇes kloub 10 kloubovou
hrˇ´ıdel 4 a pote´ prˇes prˇevodovou skrˇ´ınˇ 6 celou na´pravu, jako v prˇ´ıpadeˇ tlapove´ho pohonu.
Vy´hody nejsou jen prostorove´, ale take´ je tento pohon snadno opravitelny´ a udrzˇovatelny´.
Pohon kloubovou hrˇ´ıdel´ı mezi motorem a prˇevodovkou
Schema pohonu [1] je zna´zorneˇno na Obr. 6. Pokud nen´ı prostor prˇ´ıliˇs omezen, lze krout´ıc´ı
moment na prˇevodovku prˇene´st pomoc´ı kra´tke´ kloubove´ hrˇ´ıdele 5 umozˇnˇuj´ıc´ı prˇenos mo-
mentu mezi hrˇ´ıdeli, jejichzˇ osy nelezˇ´ı v jedne´ prˇ´ımce.
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Obr. 6: Pohon kloubovou hrˇ´ıdel´ı mezi motorem a prˇevodovkou [1]
2.2.2 Pohon motorem s osou kolmou k na´praveˇ
Motor pod skrˇ´ın´ı vozidla, poha´n´ı dvojkol´ı v ra´mu podvozku
Tento typ pohonu [1] lze aplikovat v prˇ´ıpadeˇ, pokud je potrˇeba zefektivnit za´stavbovy´
prostor. Krout´ıc´ı moment motoru je prˇenesen kloubovou hrˇ´ıdel´ı na kuzˇelovou prˇevodovku,
ktera´ umozˇn´ı prˇenos momentu na osu dvojkol´ı (Obr. 7).
Obr. 7: Motor pod skrˇ´ın´ı vozidla, poha´n´ı dvojkol´ı v ra´mu podvozku [1]
Motor poha´n´ı dvojkol´ı vneˇ ra´mu podvozku
Sche´ma tohoto pohonu [1] je na Obr. 8. Je-li trˇeba uvolnit prostor v ose podvozku, lze
pouzˇ´ıt pohonny´ syste´m s motorem 2 ulozˇeny´m vneˇ ra´mu podvozku 1. Moment motoru
poha´n´ı dvojkol´ı prˇes kloubovou hrˇ´ıdel 3 a kuzˇelovou prˇevodovku 4. Kotoucˇova´ brzda 6 je
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umı´steˇna na druhe´m kole. Z d˚uvod˚u umı´steˇn´ı motoru a brzdy je tento pohon pouzˇ´ıvany´
u vozidel s velmi tuhou na´pravou.
Obr. 8: Motor umı´steˇn vneˇ ra´mu podvozku [1]
2.2.3 Nı´zkopodlazˇn´ı koncepty individua´ln´ıho pohonu dvojkol´ı
Modern´ım trendem dopravy se staly n´ızkopodlazˇn´ı vozy. Nı´zka´ podlaha, zejme´na u vozidel
meˇstske´ dopravy, umozˇnˇuje snadny´ na´stup a vy´stup cestuj´ıc´ım, prˇedevsˇ´ım pro imobiln´ı
osoby. Pro tyto u´cˇely je nutne´ usporˇa´dat syste´m pohonu tak, aby se co nejv´ıce prostoru
uvolnilo v ose podvozku. Vznikly tak r˚uzne´ koncepty a to zejme´na pohony motorem s osou
kolmou k na´praveˇ, ale take´ tak zvany´ pohon volneˇ otocˇne´ho kola, ktere´ jsou popsa´ny da´le.
Motor ulozˇeny´ pod skrˇ´ın´ı vozidla poha´n´ı kola prˇes dveˇ cˇeln´ı prˇevodovky
Sche´ma pohonu [1] je na Obr. 9.
Obr. 9: Motor umı´steˇn pod skrˇ´ın´ı vozidla[1]
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Tento pohon nema´ pevnou (va´zanou) na´pravu. Uvolnil se t´ım tak potrˇebny´ prostor pro
n´ızkou podlahu. Moment z motoru 2 se prˇena´sˇ´ı kloubovou hrˇ´ıdel´ı 3 na kuzˇelovy´ prˇevod 4
a 5, ktery´ poha´n´ı prˇes dvoustupnˇovou prˇevodovku 7 kola nalisovana´ na na´prava´ch. Oproti
ostatn´ım koncept˚um je zde vsˇak diferencia´l 6 zajiˇst’uj´ıc´ı rozd´ılne´ ota´cˇky kol prˇi j´ızdeˇ
obloukem. To ma´ rˇadu vy´hod. Docha´z´ı tak k mensˇ´ımu opotrˇeben´ı kol a zmı´rneˇn´ı hluku
prˇi pr˚ujezdu mensˇ´ım obloukem.
Pohon volneˇ otocˇne´ho kola
Pro tento pohon je typicke´, zˇe motor poha´n´ı pouze jedno kolo. Nav´ıc je motor umı´steˇn
tak, aby nezasahoval do prostoru osy podvozku. Neˇkolik koncepc´ı je da´le uvedeno.
Pohon volneˇ otocˇne´ho kola s planetovou prˇevodovkou
Sche´ma pohonu [1] je na Obr. 10. Rotor 2 motoru 3 poha´n´ı planetovou prˇevodovku, kterou
tvorˇ´ı ozubene´ kolo 4, 6 a satelity 5. Satelity jsou propojeny s una´sˇecˇem 9, ktery´ poha´n´ı
nalisovane´ kolo 1 na na´boji 7.
Obr. 10: Pohon volneˇ otocˇne´ho kola s planetovou prˇevodovkou [1]
Pohon volneˇ otocˇne´ho kola se svislou osou motoru
Sche´ma je na Obr. 11. U tohoto usporˇa´da´n´ı [1] lze zcela uvolnit prostor pro n´ızkou podlahu.
Motor 1 poha´n´ı kuzˇelovou prˇevodovku 3, ktera´ prˇes kardanovu spojku 4 a brzdny´ kotoucˇ
6 poha´n´ı kolo 5. Kolo je ulozˇeno lozˇisky na na´praveˇ 7.
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Obr. 11: Pohon volneˇ otocˇne´ho kola se svislou osou motoru [1]
2.2.4 Koncepty pro vysokorychlostn´ı vozidla
Pro strˇedneˇ dlouhe´ vzda´lenosti nab´ız´ı vysokorychlostn´ı kolejova´ doprava spolehlivy´, kom-
fortn´ı a pro zˇivotn´ı prostrˇed´ı neza´vadny´ zp˚usob cestova´n´ı. Dnes jsou vysokorychlostn´ı
vozy prˇeva´zˇneˇ poha´neˇny elektrˇinou. Prˇi vysoky´ch rychlostech vznikaj´ı mnohem veˇtsˇ´ı dy-
namicke´ slozˇky reakc´ı a proto je rozhoduj´ıc´ı sn´ızˇen´ı velikosti nevypruzˇeny´ch hmot. Motory
maj´ı nav´ıc vysoke´ ota´cˇky a proto je nutne´ pouzˇ´ıvat v´ıcestupnˇove´ prˇevodovky. Takove´to
pozˇadavky lze zajistit pohonem dutou kloubovou hrˇ´ıdel´ı kolem na´pravy [1]. Sche´ma tohoto
syste´mu je na Obr. 12.
Obr. 12: Pohon dutou kloubovou hrˇ´ıdel´ı kolem na´pravy [1]
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Motor 2 je ulozˇen na ra´mu podvozku 1. Krout´ıc´ı moment motoru je prˇeveden prˇes
dvoustupnˇovou prˇevodovku 3 na trubkovy´ unasˇecˇ 4. Pomoc´ı mechanismu 6, dute´ hrˇ´ıdele
5 a mechanismu 7 je moment prˇeveden na na´pravu.
Vy´hodou tohoto usporˇa´da´n´ı je, zˇe nevypruzˇene´ z˚usta´va´ pouze dvojkol´ı a cˇa´st hrˇ´ıdele
5, za´rovenˇ umozˇnˇuje vetsˇ´ı volnost dvojkol´ı. Nevy´hodou je, zˇe se prˇi prˇ´ıpadne´ porusˇe mus´ı
vyva´zat cely´ podvozek a demontovat dvojkol´ı.
2.3 Skupinovy´ pohon dvojkol´ı
Pojem skupinovy´ pohon dvojkol´ı znamena´, zˇe od jednoho zdroje jsou poha´neˇna dveˇ
nebo trˇi dvojkol´ı. V za´sadeˇ se u takto usporˇa´dane´ho syste´mu pouzˇ´ıva´ pohon motorem
s osou kolmou k na´praveˇ. Sche´ma neˇktere´ z variant je na Obr. 13 [1]. Motor 1 poha´n´ı
Obr. 13: Skupinovy´ pohon dvojkol´ı [1]
prˇes kloubovou hrˇ´ıdel 2 a prˇevodovku 3 kolo 6. Za´rovenˇ pomoc´ı kloubove´ hrˇ´ıdele 4
a kuzˇelocˇeln´ıho prˇevodu 5 poha´n´ı kolo 7.
2.3.1 Nı´zkopodlazˇn´ı koncept skupinove´ho pohonu dvojkol´ı
Skupinovy´ pohon u n´ızkopodlazˇn´ıch voz˚u lze doc´ılit motorem s osou kolmou k na´praveˇ
(Obr. 14) [1].
Obr. 14: Nı´zkopodlazˇn´ı koncept skupinove´ho pohonu dvojkol´ı [1]
Jedn´ım zdrojem (trakcˇn´ım motorem) jsou prˇes pruzˇne´ spojky a kuzˇelocˇeln´ı prˇevody




S vy´vojem kolejove´ dopravy stoupaj´ı na´roky na rychlost, spolehlivost a komfort provozu.
Z pohledu dynamiky kolejovy´ch vozidel je zejme´na d˚ulezˇita´ n´ızka´ hmotnost a vyva´zˇenost
jednotlivy´ch komponent pohonu. Nevypruzˇenne´ hmoty totizˇ mohou zp˚usobovat nezˇa´douc´ı
dynamicke´ zat´ızˇen´ı syste´mu. Du˚lezˇita´ je take´ zˇivotnost, nebot’ nadstandardn´ı u´drzˇba je
financˇneˇ na´kladna´. Umı´steˇn´ı pohonne´ jednotky je za´rovenˇ omezeno prostorem, zvla´sˇteˇ pak
u n´ızkopodlazˇn´ıch voz˚u. Nı´zka´ podlaha najde sve´ uplatneˇn´ı zejme´na u vozidel meˇstske´
hromadne´ dopravy.
V soucˇasne´ dobeˇ je na ZCˇU ve spolupra´ci s firmou Wikov MGI a.s. vyv´ıjen vysoko-
rychlostn´ı pohon pro kolejovou dopravu. V kapitole 5 je uveden popis tohoto pohonu.
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3 Modelova´n´ı torzn´ıch kmit˚u pohonny´ch soustav s ozu-
beny´mi koly
V soucˇasne´ dobeˇ jsou kladeny vysoke´ na´roky na u´cˇinnost a spolehlivost strojn´ıch kompo-
nent. Za´rovenˇ se ale pozˇaduje jejich n´ızka´ hmotnost, vysoka´ zˇivotnost a dlouhe´ servisn´ı
intervaly. Z pohledu dynamiky a kmita´n´ı se od pohon˚u kolejovy´ch vozidel vyzˇaduje n´ızka´
hlucˇnost a s n´ı souvisej´ıc´ı vibrace. V prˇ´ıpadeˇ pohon˚u hraj´ı vy´znamnou roli torzn´ı kmity ro-
tuj´ıc´ıch cˇa´st´ı. Veˇtsˇinou se jedna´ o soustavu hrˇ´ıdele motoru elektromotoru, ktery´ je spojen
s vnitrˇn´ı rotuj´ıc´ı vestavbou prˇevodovky.
Prˇi navrhova´n´ı novy´ch pohon˚u se v prˇedvy´robn´ı cˇa´sti vy´voje s vy´hodou vyuzˇ´ıvaj´ı
vy´pocˇtove´ modely, ktere´ doka´zˇ´ı predikovat mozˇne´ nezˇa´douc´ı stavy pohonu a v prˇ´ıpadeˇ,
zˇe se tyto stavy projev´ı v provozn´ı oblasti, je mozˇne´ optimalizovat na´vrhove´ parametry
a t´ım zlepsˇit dynamicke´ chova´n´ı.
3.1 Matematicke´ modely diskre´tn´ıch mechanicky´ch soustav
Rea´lne´ mechanicke´ soustavy lze modelovat r˚uzny´mi prˇ´ıstupy. U´lohy mechanicky´ch sou-
stav lze obecneˇ popsat parcia´ln´ımi diferencia´ln´ımi rovnicemi. Takto formulovane´ u´lohy
lze pak rˇesˇit r˚uzny´mi metodami, naprˇ´ıklad metodou konecˇny´ch prvk˚u, ktera´ je zalozˇena
na diskretizaci kontinua, ktera´ vede na formulaci tzv. diskre´tn´ıch model˚u. Diskre´tn´ı sou-
stavy jsou slozˇeny z diskre´tn´ıch prvk˚u, t.j. tuha´ teˇlesa, hrˇ´ıdele atp. Jejich kmitavy´ pohyb
lze popsat obycˇejny´mi diferencia´ln´ımi rovnicemi.

















kde q = [q1(t), q2(t), ..., qn(t)]
T je vektor n zobecneˇny´ch sourˇadnic (n je pocˇet stupnˇ˚u
volnosti) a f(t) = [F1(t), F2(t), ..., Fn(t)]
T je vektor zobecneˇny´ch bud´ıc´ıch sil.
























kde i, j = 1, 2, ..., n. Po dosazen´ı (3.1.2) do (3.1.1) a proveden´ı prˇ´ıslusˇny´ch derivac´ı dosta-
neme vy´slednou pohybovou rovnici
Mq¨(t) + Bq˙(t) + Kq(t) = f(t). (3.1.4)
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Vektor zobecneˇny´ch bud´ıc´ıch sil f(t) lze z´ıskat naprˇ. z principu virtua´ln´ıch prac´ı δWj apli-
kovane´ho na s´ıly konaj´ıc´ı pra´ci (bez konzervativn´ıch a tlumı´c´ıch sil) prˇi j-te´m virtua´ln´ım
pohybu δqj, ktery´ udeˇl´ıme soustaveˇ. Pro virtua´ln´ı pra´ci plat´ı
δWj = Fjδqj j = 1, 2, ..., n. (3.1.5)
U slabeˇ tlumeny´ch soustav se v technicke´ praxi cˇasto uvazˇuje proporciona´ln´ı tlumen´ı,
tedy matice tlumen´ı je da´na tzv. Rayleighovo vztahem [4]
B = αM + βK. (3.1.6)
3.2 Modelova´n´ı torzn´ıho kmita´n´ı hrˇ´ıdel˚u metodou konecˇny´ch
prvk˚u
Hrˇ´ıdel lze modelovat jako jednorozmeˇrne´ kontinuum, ktere´ lze prˇi pouzˇit´ı metody konecˇny´ch
prvk˚u diskretizovat tzv. hrˇ´ıdelovy´mi prvky. Diskretizace hrˇ´ıdele respektuje jeho geometrii,
tj. pocˇet zavedeny´ch prvk˚u za´vis´ı na pozˇadovane´ prˇesnosti rˇesˇen´ı.
Hrˇ´ıdelovy´ prvek
Vytkneme z hrˇ´ıdele obecny´ element (hrˇ´ıdelovy´ prvek), jehozˇ pr˚urˇez je kruhovy´ s plo-
chou velikosti A(x), kde x je sourˇadnice definuj´ıc´ı polohu zavedene´ho rˇezu v loka´ln´ım
sourˇadnicove´m syste´mu prvku (viz Obr. 15). Konecˇny´ prvek de´lky l je umı´steˇn mezi uzly
Obr. 15: Hrˇ´ıdelovy´ (konecˇny´) prvek
1 a 2 v loka´ln´ım cˇ´ıslova´n´ı elementu. Torzn´ı vy´chylky v mı´stech uzl˚u prvku oznacˇ´ıme
ϕ1(t) a ϕ2(t). Torzn´ı natocˇen´ı pode´l prvku v libovolne´m mı´steˇ x aproximujeme linea´rn´ım
polynomem
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ϕ(x, t) = C0(t) + C1(t)x, (3.2.1)
kde C0(t) a C1(t) jsou cˇasoveˇ za´visle´ koeficienty. Vztah (3.2.1) lze zapsat v maticove´m
tvaru












Vztah (3.2.1) mus´ı vyhovovat i v uzlech prvku. Dosad´ıme tedy sourˇadnice uzlovy´ch bod˚u
1 (x = 0) a 2 (x = l). Pro natocˇen´ı v uzlech pak plat´ı
ϕ1(t) = C0(t), ϕ2(t) = C0(t) + C1(t)l. (3.2.3)















Matice S je regula´rn´ı a proto lze vektor koeficient˚u c(t) vyja´drˇit z (3.2.4) ve tvaru
c(t) = S−1q(e). (3.2.5)
Vztah (3.2.5) dosad´ıme do (3.2.2) a dostaneme vy´sledny´ tvar aproximace torzn´ı vy´chylky
v libovolne´m bodeˇ uvnitrˇ prvku
ϕ(x, t) = Φ(x)S−1q(e), (3.2.6)
Matice hmotnosti a tuhosti hrˇ´ıdelove´ho prvku
Matice hmotnosti a tuhosti hrˇ´ıdelove´ho prvku odvod´ıme z Lagrangeovy´ch rovnic (3.1.1).










kde ρ je hustota materia´lu a Jp je pola´rn´ı moment pr˚urˇezu v mı´steˇ x. Je nutne´ vyja´drˇit
cˇasovou derivaci natocˇen´ı v mı´steˇ x a jej´ı druhou mocninu. Derivac´ı (3.2.6) dostaneme
ϕ˙(x, t) = Φ(x)S−1q˙(e) a ϕ˙2(x, t) = (q˙(e))TS−TΦ(x)TΦ(x)S−1q˙(e). (3.2.8)



























Nada´le budeme uvazˇovat prizmaticky´ prvek, tedy Jp(x) = Jp, pak matici hmotnosti prvku
M(e) vyja´drˇ´ıme jako
M(e) = ρJpS







































































kde λ je hustota deformacˇn´ı energie, pro kterou plat´ı λ = 1
2
Gγ2, kde G je modul pruzˇnosti
ve smyku a γ je zkos.





Pokud dosad´ıme do vztahu (3.2.15) vy´raz (3.2.6) dostaneme zkos ve tvaru
γ = Φ
′
(x)S−1q(e)r → γ2 = (q(e))TS−TΦ′(x)TΦ′(x)S−1q(e)r2. (3.2.16)






















































Necht’ je hrˇ´ıdelovy´ prvek prizmaticky´, potom lze vztah (3.2.18) prˇepsat do tvaru
K(e) = GJpS

























































kde k(e) je tuhost hrˇ´ıdelove´ho prvku.
Pohybove´ rovnice hrˇ´ıdelove´ho prvku
Pohybove´ rovnice hrˇ´ıdelove´ho prvku z´ıska´me vyuzˇit´ım Lagrangeovy´ch rovnic (viz ma-
tematicke´ modely diskre´tn´ıch mechanicky´ch soustav), ktere´ mu˚zˇeme zformulovat pro



















Dosazen´ım kineticke´ energie prvku (3.2.10) a potencia´ln´ı energie (3.2.17) do Lagran-
geovy´ch rovnic (3.2.22) dostaneme pohybove´ rovnice hrˇ´ıdelove´ho prvku
M(e)q¨(e)(t) + B(e)q˙(e)(t) + K(e)q(e)(t) = f(e)(t). (3.2.23)
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Obr. 16: Hrˇ´ıdel
Pohybove´ rovnice dizkretizovane´ hrˇ´ıdele
Pro sestaven´ı matematicke´ho modelu diskretizovane´ho hrˇ´ıdele vyja´drˇ´ıme celkovou ki-
netickou a potencia´ln´ı energii soustavy, ktera´ je tvorˇena konecˇny´mi hrˇ´ıdelovy´mi prvky.
Prˇ´ıkladem je torzneˇ izolovany´ hrˇ´ıdel rozdeˇleny´ na 2 prvky, jako je na Obr. 16. Celkova´






















Zavedeme vektor zobecneˇny´ch sourˇadnic
q = [ϕ1, ϕ2, ϕ3]
T . (3.2.26)
Vy´chylky uzl˚u prvku (3.2.4) v loka´ln´ıch sourˇadnic´ıch lze pomoc´ı teˇchto zobecneˇny´ch
sourˇadnic vyja´drˇit takto
q(e) = Teq. (3.2.27)













































Podle tohoto procesu lze pak z´ıskat globa´ln´ı matice hmotnosti a tuhosti. Pro hrˇ´ıdel se























 k(1) −k(1) 0−k(1) k(1) + k(2) −k(2)
0 −k(2) k(2)
 , (3.2.31)
kde index h znacˇ´ı matice odvozene´ pro izolovany´ hrˇ´ıdel. Analogicky lze tyto matice se-
strojit pro libovolny´ pocˇet stupnˇ˚u volnosti n, pro q ∈ Rn .
Model hrˇ´ıdele s kotoucˇi a diskre´tn´ı torzn´ı vazbou
Popiˇsme nyn´ı zp˚usob, s jaky´m lze model diskretizovane´ho hrˇ´ıdele doplnit v prˇ´ıpadeˇ, kdy
jsou na hrˇ´ıdeli nasazeny tuhe´ kotoucˇe nebo diskre´tn´ı torzn´ı vazby. Prˇedpokla´da´me tuhe´
kotoucˇe s dany´m momentem setrvacˇnosti a nehmotne´ vazby modelovane´ jako pruzˇina
o dane´ tuhosti. Pro prˇ´ıklad uvazˇujme hrˇ´ıdel z Obr. 16 s kotoucˇi a vazbou k ra´mu,
viz Obr. 17. Pohybove´ rovnice hrˇ´ıdele, resp. matice hmotnosti a tuhosti jsme jizˇ od-
Obr. 17: Hrˇ´ıdel s kotoucˇem a torzn´ı vazbou
vodili v (3.2.31). Pro kinetickou a potencia´ln´ı energii kotoucˇe, resp. vazby v souladu













kde index d znacˇ´ı diskre´tn´ı prvky. Matice hmotnosti a tuhosti pro kotoucˇe a vazbu ma´

















k1 0 00 0 0
0 0 0
 . (3.2.34)
Globa´ln´ı matice hmotnosti a tuhosti pro model hrˇ´ıdele s kotoucˇi a torzn´ı vazbou z´ıska´me
secˇten´ım matic spojity´ch prvk˚u hrˇ´ıdele a matic diskre´tn´ıch prvk˚u
M = M(h) + M(d), K = K(h) + K(d), (3.2.35)
kde index h znacˇ´ı matici hmotnosti a tuhosti odvozenou obecneˇ ve tvaru (3.2.31). Analo-
gicky´m zp˚usobem lze model odvodit pro vazbu nebo kotoucˇ umı´steˇny´ v libovolne´m uzlu.
3.3 Model torzn´ıho kmita´n´ı hrˇ´ıdelove´ soustavy
Prˇi modelova´n´ı hrˇ´ıdelovy´ch soustav (dva a v´ıce hrˇ´ıdel˚u) je vy´hodne´ pouzˇ´ıt metodu dekom-
pozice na subsyste´my. Uvazˇujme dva torzneˇ izolovane´ hrˇ´ıdele (bez vazby) reprezentuj´ıc´ı
dva subsyste´my, jako je na Obr. 18. U hrˇ´ıdele s indexem a zavedeme vektor zobecneˇny´ch




i ], i = 1, 2, ..., n1. (3.3.1)
Analogicky zavedeme i pro hrˇ´ıdel b
qa = [ϕ
(a)
j ], j = 1, 2, ..., n2, (3.3.2)
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kde n1 a n2 je pocˇet stupnˇ˚u volnosti hrˇ´ıdele a, resp. hrˇ´ıdele b. Zaveden´ım vektoru zo-
becneˇny´ch sourˇadnic vy´chylek uzl˚u obou hrˇ´ıdel˚u ve tvaru
qT = [qa,qb] ∈ Rn1+n2 , (3.3.3)




























































kde fa, resp. fb jsou vektory zobecneˇny´ch sil p˚usob´ıc´ı na hrˇ´ıdeli a, resp. b. Analogicky lze
model sestavit pro libovolny´ pocˇet hrˇ´ıdel˚u.
3.4 Hrˇ´ıdelova´ soustava s ozubeny´m prˇevodem
Modelova´n´ı zubovy´ch vazeb prˇi prostorove´m kmita´n´ı prˇedstavuje obecneˇ slozˇity´ proble´m.
Prˇi prˇedpokladu torzn´ıho kmita´n´ı a sta´le´ho za´beˇru lze s´ıly prˇena´sˇene´ jaky´mkoli typem
ozuben´ı vyja´drˇit pouze tecˇnou slozˇkou p˚usob´ıc´ı v rovineˇ spoluzab´ıraj´ıc´ıch ozubeny´ch
kol. Zubovou vazbu pak lze nahradit diskre´tn´ı visko-elastickou vazbou. Meˇjme hrˇ´ıdel a
s ulozˇeny´m pastorkem v uzlu i a hrˇ´ıdel b s kolem v uzlu j. Pastorek a kolo tvorˇ´ı zubovy´
za´beˇr (viz Obr. 19).
Matematicky´ model torzn´ıho kmita´n´ı hrˇ´ıdel˚u a a b jsme obecneˇ odvodili v (3.3.6).





kz(rpϕi − rkϕj)2, R(z) = 1
2
bz(rpϕ˙i − rkϕ˙j)2. (3.4.1)
Potencia´ln´ı energii a Rayleighovu funkci dosad´ıme do Lagrangeovy´ch rovnic (3.1.1) pro za-










· · · kzr2p · · · −kzrkrp · · ·
...
...










 = Kzq, (3.4.2)
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· · · bzr2p · · · −bzrkrp · · ·
...
...










 = Bzq˙. (3.4.3)
Globa´ln´ı model kmita´n´ı hrˇ´ıdelove´ soustavy s ozubeny´m prˇevodem dostaneme prˇicˇten´ım
matice tuhosti vazeb Kz a matice tlumen´ı vazeb Bz k odpov´ıdaj´ıc´ım matic´ım hrˇ´ıdelove´
soustavy
Mq¨(t) + (B + Bz)q˙(t) + (K + Kz)q(t) = f(t). (3.4.4)
Matice M a K ma´ vlivem prˇida´n´ı kotoucˇe kola, resp. pastorku tvar (3.3.4), (3.3.5). Pro
























Prˇijmeme-li prˇedpoklad proporciona´ln´ıho tlumen´ı (3.1.6), lze matici tlumen´ı zapsat ve tvaru
B = βK , resp. Bz = βKz. Pokud soustava obsahuje Z zubovy´ch prˇevod˚u a s hrˇ´ıdel˚u ma´
matematicky´ model tvar
Mq¨(t) + (B +
Z∑
z=1
Bz)q˙(t) + (K +
Z∑
z=1
Kz)q(t) = f(t), (3.4.6)
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kde matice hmotnosti M = diag(M1, ...,Ms), tlumen´ı B = diag(B1, ..., Bs) a tuhosti
K = diag(K1, ..., Ks).
3.5 Vnitrˇn´ı dynamika ozubeny´ch prˇevod˚u
V prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ jsme uvazˇovali idea´ln´ı evolventn´ı ozuben´ı. Avsˇak u rea´lny´ch prˇ´ıpad˚u
ma´ zubova´ vazba vy´robn´ı neprˇesnosti. Tyto neprˇesnosti se prˇi provozu projevuj´ı jako zdroj
vnitrˇn´ıho buzen´ı. Vlivem poddajnosti hrˇ´ıdel˚u mu˚zˇe doj´ıt k rozkmita´n´ı prˇevodove´ skrˇ´ıneˇ
a sˇ´ıˇren´ı hluku do vozu. Modelova´n´ı vnitrˇn´ıho buzen´ı je tak v za´jmu veˇtsˇiny vy´zkumny´ch
pracoviˇst’.
Vy´robn´ı neprˇesnost ozubeny´ch kol budeme nazy´vat kinematickou u´chylkou prˇevodove´ho
pomeˇru . Lze ji simulovat kl´ınem promeˇnne´ sˇ´ıˇrky ∆z(t) vkla´dany´m mezi idea´lneˇ zab´ıraj´ıc´ı





(∆kc cos kωzt+ ∆ks sin kωzt) , (3.5.1)
kde ωz je zubova´ frekvence, k je index harmonicke´ slozˇky, ∆kc je kosinova´ slozˇka amplitud
a ∆ks je sinova´ slozˇka amplitud vy´chylek. Situace za´beˇru dvou ozubeny´ch kol nasazeny´ch
v uzlech i a j s kinematickou u´chylkou je zna´zorneˇna na Obr. 20.
Na Obr. 20 je sche´maticky zobrazena zubova´ vazba mezi pastorkem a kolem o mo-
mentech setrvacˇnosti Ii a Ij k osa´m ota´cˇen´ı a polomeˇrech ri a rj. Za prˇedpokladu sta´le´ho
za´beˇru a torzn´ıch kmit˚u lze poddajnost ozuben´ı modelovat pruzˇinami, resp. tlumicˇi o tu-
hosti ki a kj, resp. bi a bj. Mezi zuby je vkla´da´n kl´ın o sˇ´ıˇrce ∆z(t) prˇedstavuj´ıc´ı kine-
matickou u´chylku zubove´ho za´beˇru. ωi a ωj jsou u´hlove´ rychlosti obou kotoucˇ˚u pro neˇzˇ
z d˚uvodu kinematicke´ vazby plat´ı ωiri = ωjrj. ϕi a ϕj prˇedstavuj´ı torzn´ı vy´chylky kol, Mi









T´ımto modelem lze v prvn´ım prˇibl´ızˇen´ı popsat chova´n´ı ozubene´ho prˇevodu s vnitrˇn´ım
buzen´ım.
Poznamenejme, zˇe u rea´lny´ch soukol´ı se prˇi ota´cˇen´ı zpravidla strˇ´ıdaj´ı jeden a dva pa´ry
zub˚u. Tuhost ozuben´ı kz potom nen´ı konstantn´ı, ale cˇasoveˇ promeˇnna´. Podle [4] lze pro
jednoduchost uvazˇovat strˇedn´ı tuhost ozuben´ı kz = 2, 1
10h [N/m], kde h je sˇ´ıˇrka ozuben´ı.
3.5.1 Matematicky´ model torzn´ıch kmit˚u ozubeny´ch kol
Pro sestaven´ı matematicke´ho modelu vyuzˇijeme Lagrangeovy´ch rovnic (3.1.1) pro zo-
becneˇne´ sourˇadnice kol q = [ϕi, ϕj]
T . Kineticka´ energie, potencia´ln´ı energie a Reyleighovo








Ij (ωj + ϕ˙j)









kde x je deformace ozuben´ı na za´beˇrove´ prˇ´ımce
x = (ωit+ ϕi)ri − (ωjt+ ϕj)rj + ∆z(t) = riϕi − rjϕj + ∆z(t), (3.5.3)
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Obr. 20: Sche´ma zubove´ vazby s kinematickou u´chylkou
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cˇasova´ derivace deformace ma´ tvar
x˙ = riϕ˙i − rjϕ˙j + ∆˙z(t). (3.5.4)




kz(riϕi − rjϕj + ∆z(t))2, R = 1
2
bz(riϕ˙i − rjϕ˙j + ∆˙z(t))2.
Dosazen´ım do Lagrangeovy´ch rovnic dostaneme
Iiϕ¨i + kz(riϕi − rjϕj + ∆z(t))ri + bz(riϕ˙i − rjϕ˙j + ∆˙z(t))ri = Mi, (3.5.5)
Ijϕ¨j − kz(riϕi − rjϕj + ∆z(t))rj − bz(riϕ˙i − rjϕ˙j + ∆˙z(t))rj = −Mj, (3.5.6)
po u´praveˇ
Iiϕ¨i + kz(riϕi − rjϕj)ri + bz(riϕ˙i − rjϕ˙j)ri = Mi − kz∆z(t)ri − bz∆˙z(t)ri, (3.5.7)
Ijϕ¨j − kz(riϕi − rjϕj)rj − bz(riϕ˙i − rjϕ˙j)rj = −Mj + kz∆z(t)rj + bz∆˙z(t)rj. (3.5.8)
3.5.2 Matematicky´ model hrˇ´ıdelove´ soustavy s vnitrˇn´ım buzen´ım
Uvazˇujme hrˇ´ıdelovou soustavu s ozubeny´m prˇevodem stejneˇ jako na Obr. 19 v kapitole
3.4. Matematicky´ model torzn´ıho kmita´n´ı takove´ho syste´mu je odvozeny´ (3.4.4) ve tvaru
Mq¨(t) + (B + Bz)q˙(t) + (K + Kz)q(t) = f(t). (3.5.9)
Vneˇjˇs´ı i vnitrˇn´ı buzen´ı se podle (3.5.7) a (3.5.8) projev´ı ve vektoru pravy´ch stran
f(t) = fE + fIz, (3.5.10)

























kde cz prˇedstavuje vektor geometricky´ch parametr˚u zubove´ vazby z. Obecneˇ mu˚zˇe mı´t
hrˇ´ıdelova´ soustava Z zubovy´ch vazeb. Celkovy´ matematicky´ model pak z´ıska´me secˇten´ım
buzen´ı prˇes vsˇechny zubove´ vazby
Mq¨(t) + (B +
Z∑
z=1














3.6 Model kontaktu kolo-kolejnice s vlivem skrˇ´ıneˇ vozidla
Modelova´n´ı kontaktu kolo-kolejnice prˇedstavuje obecneˇ velmi slozˇity´ proble´m [9]. Prˇi od-
valova´n´ı ocelove´ho kola po ocelove´ kolejnici mu˚zˇe d´ıky neprˇ´ıznivy´m podmı´nka´m doj´ıt
k prokluzu. Vznika´ tak silna´ nelinearita prˇi popisu jejich kontaktu. Skluz vznika´ v prˇ´ıpadeˇ
rozd´ılny´ch obvodovy´ch rychlost´ı teˇles v mı´steˇ dotyku. Tento jev za´vis´ı na geometrii kola
a kolejnice, na materia´lech, na rychlosti, kterou se kolo pohybuje po kolejove´m pa´su a v ne-
posledn´ı rˇadeˇ na vneˇjˇs´ıch podmı´nka´ch a nerovnostech.
Prˇi valen´ı vznikaj´ı v mı´steˇ kontaktu tecˇna´ a norma´lova´ slozˇka valive´ vazby. Norma´love´
silove´ p˚usoben´ı v kontaktu vyjadrˇuje prˇenos sil prˇi vza´jemne´m prˇitlacˇen´ı obou doty´kaj´ıc´ıch
se teˇles. Tecˇna´ slozˇka zp˚usobuje prˇenos sil z kola na kolejnici. Prˇi prokluzu dojde k na´r˚ustu
tzv. relativn´ıho skluzu a ke sn´ızˇen´ı tzv. koeficientu adheze, to zp˚usobuje take´ pokles tecˇne´
(trˇec´ı) slozˇky valive´ vazby. Adhezi lze definovat jako schopnost prˇenosu sil mezi dveˇma
teˇlesy prˇi vza´jemne´m kontaktu. Soucˇinitel adheze pak prˇedstavuje mı´ru adheze, za´vis´ı
tedy na okoln´ıch podmı´nka´ch. Za´vislost mezi relativn´ım skluzem a soucˇinitelem adheze
na´m da´va´ prˇehled o stabiln´ı oblasti bez prokluzu a nestabiln´ı oblasti s prokluzem (je
definova´no n´ızˇe).
3.6.1 Adhezn´ı u´cˇinky p˚usob´ıc´ıch v kontaktu kolo-kolejnice
Situaci kontaktu si popiˇsme na Obr. 21.
Obr. 21: Model kontaktu kolo-kolejnice
Adhezn´ı moment p˚usob´ıc´ı na kolo prˇi uvazˇova´n´ı skluzu s a rychlosti v lze vyja´drˇit jako
Mad = µ(s, v)N0rk, (3.6.1)
kde µ(s, v) je soucˇinitel adheze a N0 je jmenovita´ kolova´ (norma´lova´) s´ıla, rk je polomeˇr
kola.
Koeficient adheze ve styku kol s kolejnic´ı lze na za´kladeˇ experiment˚u podle [6] a [7]















kde soucˇinitel trˇen´ı f je da´n za´vislost´ı
f = ae−bvs + c. (3.6.3)
Konstanty a, b, c maj´ı podle [6] hodnoty a = 0, 395, b = 0, 2083, c = 0, 125 a adhezn´ı para-
metr ρad = (5÷ 15) · 10−3. Pro danou rychlost pak mu˚zˇeme vykreslit za´vislost relativn´ıho
skluzu s na soucˇiniteli adheze µ, ktera´ je uvedena v u´vodu te´to kapitoly. Na Obr. 22 je
vykreslena adhezn´ı charakteristika pro rychlosti v = 40 ÷ 200[km/h] a ρad = 5 · 10−3.
Na Obr. 23 je zna´zorneˇna derivace soucˇinitele adheze podle relativn´ıho skluzu. Z n´ı
vyply´va´ mozˇnost existence nestabiln´ıch oblast´ı, pokud dµ/ds < 0.


































Obr. 22: Adhezn´ı charakteristika Obr. 23: Derivace adhezn´ı charakteristiky
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3.6.2 Matematicky´ model hrˇ´ıdelove´ soustavy s kontaktem kolo-kolejnice pro
vysˇetrˇova´n´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı
Meˇjme matematicky´ model hrˇ´ıdelove´ soustavy s ozubeny´mi prˇevody obecneˇ ve tvaru
M︸︷︷︸
Mp










qp(t) = fp(t), (3.6.4)
kde index p znacˇ´ı prˇevodovou soustavu. Necht’ ma´ tato soustava n stupnˇ˚u volnosti s vek-
torem zobecneˇny´ch sourˇadnic qp = [ϕ1, ϕ2, ..., ϕn]
T .
K hrˇ´ıdelove´ soustaveˇ prˇipojme na n-ty´ uzel pomoc´ı torzn´ı pruzˇne´ vazby o tuhosti kc
a koeficientu tlumen´ı bc kolo o momentu setrvacˇnosti I0, hmotnosti mk a polomeˇru rk
s kontaktem kolo-kolejnice a skrˇ´ın´ı vozidla o hmotnosti mv. Na kolo je prˇes prˇevod p
prˇeveden moment motoru MM . Situace je zna´zorneˇna na Obr. 24.
Obr. 24: Kontakt kolo-kolejnice
Prˇida´n´ım modelu kola s respektova´n´ım jeho vazby ke kolejnici a respektova´n´ım skrˇ´ıneˇ
vozidla se model rozsˇ´ıˇr´ı o dva stupneˇ volnosti
q = [ϕ1, ϕ2, ..., ϕn, ϕk, xv]
T , (3.6.5)
kde ϕk je vy´chylka kola a xv je vy´chylka vozidla. Momentova´ staticka´ charakteristika
motoru za´vis´ı na typu motoru a je v prvn´ım prˇibl´ızˇen´ı aproximova´na v okol´ı provozn´ıho
rovnova´zˇne´ho stavu prˇ´ımkou [5]
MM(ωM + ϕ˙0) = MM(ωM)− bM(v)ϕ˙0, (3.6.6)
kde MM(ωM) je hnac´ı moment motoru prˇi provozn´ı rychlosti v vozidla a relativn´ım skluzu
dvojkol´ı s, ϕ˙0 je u´hlova´ rychlost motoru. Smeˇrnice (strmost) charakteristiky motoru bM(v)
[Nm/rad] se mu˚zˇe meˇnit v sˇiroke´m rozsahu podle typu motoru [5].Pro dalˇs´ı analy´zy
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prˇedpokla´dejme bm = konst, tedy v = konst. Moment motoru je prˇenesen prˇes hrˇ´ıdelovou
soustavu na kolo a je zna´soben prˇevodovy´m pomeˇrem. Ze vztahu pro adhezn´ı moment
(3.6.1), moment motoru a ze znalosti prˇevodove´ho pomeˇru urcˇ´ıme usta´leny´ stav ve tvaru
MMp = µ(s, v)N0rk, (3.6.7)
tj. stav, kdy je moment motoru ve staticke´ rovnova´ze s adhezn´ı silou ve styku kola
s kolejnic´ı. Za´vislost mezi soucˇinitelem adheze a relativn´ım skluzem je nelinea´rn´ı. My
vsˇak mus´ıme pro potrˇeby moda´ln´ı analy´zy model linearizovat. Nahrad´ıme-li vztah (3.6.2)
prvn´ımi dveˇma cˇleny Taylorova rozvoje v bodeˇ s0







a prˇihle´dneme-li k definici skluzu podle [6]
s = s0 +
rkϕ˙k
v
· 3, 6, (3.6.9)
pak se kontakt kolo-kolejnice projev´ı ve vektoru pravy´ch stran [5]
f =
[
0, · · · , 0,− 1
NM
(bM ϕ˙i · · · bM ϕ˙i+NM−1) , 0 · · · , 0,−b(s0, v)ϕ˙k, 0
]T
, (3.6.10)
kde NM je pocˇet uzl˚u, do nichzˇ je na rotoru motoru rozlozˇen hnac´ı moment. Koeficient
b(s0, v) vyjadrˇuje smeˇrnici tecˇny charakteristiky adhezn´ıch moment˚u p˚usob´ıc´ıch z koleje
na prokluzuj´ıc´ı kola ve vy´choz´ıch provozn´ıch podmı´nka´ch definovany´ch relativn´ım skluzem












Vektor (3.6.10) lze zapsat takto




0, · · · , 0, 1
NM
(bM , · · · , bM) , 0, · · · , 0, b(s0, v), 0
]
, (3.6.13)
Prˇida´n´ım kola (tuhy´ kotoucˇ) pomoc´ı torzn´ı vazby s vlivem skrˇ´ıneˇ vozidla (Obr. 24)
se projev´ı i v matic´ıch Mp, Bp a Kp p˚uvodneˇ zna´my´ch rˇa´du n. Vyja´drˇ´ıme kinetickou






















kc(ϕk − ϕn)2 (3.6.15)




bc(ϕ˙k − ϕ˙n)2. (3.6.16)
Dosazen´ım do Lagrangeovy´ch rovnic (3.1.1) pro zobecneˇne´ sourˇadnice (3.6.5) dostaneme
vy´sledne´ matice matematicke´ho modelu ve tvaru
Vy´sledny´ matematicky´ model popisuj´ıc´ı torzn´ı kmita´n´ı hrˇ´ıdelove´ soustavy s linearizo-
vany´m kontaktem kolo-kolejnice lze zapsat ve tvaru
Mq¨ + (B + B0(s0, v)) q˙ + Kq = 0. (3.6.17)
Tento silneˇ nekonzervativn´ı model s linearizovanou adhezn´ı charakteristikou v za´vislosti
na relativn´ım skluzu a rychlosti vozidla lze pouzˇ´ıt pro moda´ln´ı analy´zu a posouzen´ı sta-
bility prˇi r˚uzny´ch provozn´ıch stavech.
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3.6.3 Matematicky´ model hrˇ´ıdelove´ soustavy s kontaktem kolo-kolejnice pro
cˇasovou simulaci
Popiˇsme si nejprve prˇ´ıpad kontaktu kola s kolejnic´ı s vlivem skrˇ´ıneˇ vozidla bez vazby
na hrˇ´ıdelovou soustavu. Tento syste´m pak ma´ 2 stupneˇ volnosti. Situace je zna´zorneˇna
na Obr. 25.
Obr. 25: Kontakt kolo-kolejnice bez vazby k hrˇ´ıdelove´ soustaveˇ
Odpor prostrˇed´ı o(v) a tecˇna´ slozˇka valive´ vazby T prˇedstavuj´ı vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı syste´mu.
Zavedeme vektor zobecneˇny´ch sourˇadnic u´hlu natocˇen´ı kola a vy´chylky vozidla
q = [ϕk, xv]
T . (3.6.18)











Zobecneˇne´ silove´ u´cˇinky p˚usob´ıc´ı na kolo a vozidlo maj´ı tvar
Qϕk = −Trk, Qxv = T − o(v), (3.6.20)
dosazen´ım do Lagrangeovy´ch rovnic druhe´ho druhu pak dostaneme matematicky´ model
dane´ soustavy
(mv +mk)x¨v = T − o(v), (3.6.21)
I0ϕ¨k = −rkT. (3.6.22)
Pokud tento subsyste´m prˇipoj´ıme vazbou typu torzn´ı spojky k hrˇ´ıdelove´ soustaveˇ o n
stupn´ıch volnosti podobneˇ jako v kapitole 3.6.2, bude mı´t matematicky´ model pro zo-
becneˇne´ sourˇadnice (3.6.5) tvar
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Mq¨ + Bq˙ + Kq = f(t), (3.6.23)
kde matice hmotnosti, tlumen´ı, tuhosti i vazeb maj´ı stejny´ tvar jako v (3.6.17). Zmeˇn´ı se
vsˇak vektor pravy´ch stran
f(t) = [0, ..., 0,−rkT, T − o(v)]T ∈ Rn+2. (3.6.24)
Pozornost bude nyn´ı zameˇrˇena na vyja´drˇen´ı vneˇjˇs´ıch silovy´ch u´cˇink˚u. Tecˇna´ slozˇka valive´
vazby ma´ tvar
T = N0µ(s, v), (3.6.25)
kde N0 je jmenovita´ kolova´ s´ıla a µ(s, v) je koeficient adheze. Adhezn´ı soucˇinitel jsme



















kde rk je polomeˇr kola, ϕ˙k je u´hlova´ rychlost kola a x˙v je rychlost vozidla.
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4 Metody dynamicke´ analy´zy kmitaj´ıc´ıch soustav
4.1 Moda´ln´ı analy´za linea´rn´ıch konzervativn´ıch soustav
Moda´ln´ı analy´zu konzervativn´ıch i slabeˇ nekonzervativn´ıch soustav vysˇetrˇujeme z pohy-
bove´ rovnice v maticove´m tvaru
Mq¨ + Kq = 0, (4.1.1)
kde M je symetricka´ matice hmotnosti a K je symetricka´ matice tuhosti. Prˇi pocˇa´tecˇn´ıch
podmı´nka´ch
q(0) = q0, q˙(0) = q˙0, (4.1.2)
prˇedpokla´da´me rˇesˇen´ı rovnice (4.1.1) ve tvaru
q(t) = v sin(Ωt), (4.1.3)
kde v je nezna´my´ vektor a Ω je nezna´me´ cˇ´ıslo. Zrˇejmeˇ plat´ı
q¨(t) = −Ω2v sin(Ωt). (4.1.4)
Vztahy (4.1.3) a (4.1.4) dosad´ıme do (4.1.1)
−Ω2Mv sin(Ωt) + Kv sin(Ωt) = 0, (4.1.5)
za prˇedpokladu, zˇe je rovnice (4.1.5) splneˇna v kazˇde´m cˇasove´m okamzˇiku plat´ı
(
K− Ω2M)v = 0. (4.1.6)
Rovnice (4.1.6) popisuje proble´m vlastn´ıch hodnot. Tato soustava rovnic ma´ netrivia´ln´ı
rˇesˇen´ı pouze pokud
det(K− Ω2M) = 0. (4.1.7)
Rovnice (4.1.7) se nazy´va´ charakteristickou rovnic´ı. Korˇeny te´to rovnice λi = Ω
2
i nazy´va´me
vlastn´ı cˇ´ısla, kde i = 1, 2..., n (pocˇet stupnˇ˚u volnosti soustavy). Vlastn´ı frekvence dane´




Dosad´ıme-li vlastn´ı cˇ´ısla do rovnice (4.1.6) mu˚zˇeme urcˇit nezna´my´ vektor vi, ktery´
nazy´va´me vlastn´ı vektor prˇ´ıslusˇej´ıc´ı k vlastn´ı frekvenci Ωi. V technicke´ praxi cˇasto
usporˇa´da´va´me vlastn´ı frekvence podle velikosti Ω1 ≤ Ω2 ≤ · · · ≤ Ωn.
Vzhledem k homogeniteˇ rovnice
(K− Ω2iM)vi = 0
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jsou i vektory cvi jej´ım rˇesˇen´ım pro libovolne´ rea´lne´ cˇ´ıslo c. Pro jednoznacˇnost je proto
nutne´ vlastn´ı vektory normovat [2]. Podmı´nku pro normovane´ vlastn´ı vektory zap´ıˇseme
ve tvaru
vTi Mvi = 1. (4.1.9)
Pak jsou vlastn´ı vektory ortonorma´ln´ı a splnˇuj´ı podmı´nky [2]
vTi Mvj = δij, v
T
i Kvj = Ω
2
jδij. (4.1.10)
Mu˚zˇeme zapsat vlastn´ı cˇ´ısla soustavy do tzv. spektra´ln´ı matice
Λ = diag[Ω2i ], i = 1, 2, ..., n (4.1.11)
a k nim prˇ´ıslusˇej´ıc´ı normalizovane´ vlastn´ı vektory po sloupc´ıch do moda´ln´ı matice
V = [v1,v2, ...,vn], (4.1.12)
pak podmı´nky (4.1.9) mu˚zˇeme zapsat ve tvaru
VTMV = I, VTKV = Λ. (4.1.13)
4.2 Moda´ln´ı analy´za linea´rn´ıch silneˇ nekonzervativn´ıch soustav
Pohybova´ rovnice silneˇ nekonzervativn´ıho syste´mu s n stupni volnosti ma´ tvar
Mq¨ + Bq˙ + Kq = 0. (4.2.1)
Nı´zˇe uvedeny´ postup moda´ln´ı analy´zy silneˇ nekonzervativn´ıch soustav lze uplatnit
za na´sleduj´ıc´ıch prˇedpoklad˚u
• jedna´ se o linea´rn´ı soustavu,
• zanedba´va´me vliv gyroskopicky´ch u´cˇink˚u,
• matice M, B a K jsou konstantn´ı a symetricke´.
Moda´ln´ı analy´zu te´to soustavy je vy´hodne´ vysˇetrˇovat ve stavove´m prostoru defino-












Matematicky´ model (4.2.1) rozsˇ´ıˇr´ıme o identitu
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Nu˙ + Pu = 0 (4.2.5)
je rˇa´du 2n. Lze vyja´drˇit prvn´ı derivaci ve tvaru
u˙ = −N−1P︸ ︷︷ ︸
A
u. (4.2.6)
Vy´sledny´ tvar soustavy rovnic (4.2.6) pak lze zapsat ve tvaru
u˙ = Au, (4.2.7)






Prˇedpokla´dejme rˇesˇen´ı soustavy rovnic (4.2.7) ve tvaru
u = veλt, u˙ = λveλt. (4.2.9)
Dosazen´ım (4.2.9) do (4.2.7) dostaneme po u´praveˇ
(λI−A)v = 0, (4.2.10)
jedna´ se o proble´m vlastn´ıch hodnot syste´move´ matice A, kde v je vlastn´ı vektor prˇ´ıslusˇej´ıc´ı
k vlastn´ımu cˇ´ıslu λ. Netrivia´ln´ı rˇesˇen´ı existuje pouze za prˇedpokladu
det(λI−A) = 0. (4.2.11)
Korˇeny te´to charakteristicke´ rovnice, vlastn´ı cˇ´ısla λν , mohou by´t komplexneˇ sdruzˇena´
obecneˇ ve tvaru [8]
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λν = αν ± iβν , ν = 1, 2...,m, (4.2.12)
nebo take´ rea´lna´
λν = αν ν = 2m+ 1, 2m+ 2, ..., 2n. (4.2.13)
Je u´cˇelne´ vlastn´ı cˇ´ısla serˇadit. Prvn´ıch m komplexn´ıch vlastn´ıch cˇ´ısel s kladnou imagina´rn´ı
cˇa´st´ı βν usporˇa´da´me vzestupneˇ tak, aby 0 ≤ β1 ≤ β2... ≤ βm. Vlastn´ı cˇ´ısla se za´pornou
imagina´rn´ı cˇa´st´ı zarˇad´ıme za neˇ. Ostatn´ı vlastn´ı cˇ´ısla (2n−m) jsou rea´lna´.
Vlastn´ı vektory lze z´ıskat z rovnice
(λνI−A)vν = 0, ν = 1, 2, ..., 2n. (4.2.14)
Vzhledem k homogeniteˇ je nutne´, stejneˇ jako u moda´ln´ı analy´zy konzervativn´ıch soustav,
vlastn´ı vektory normovat. Podmı´nku normovany´ch vlastn´ıch vektoru pro nekonzervativn´ı
syste´my lze zapsat ve tvaru [8]
vTν Nvν = 1. (4.2.15)
Vlastn´ı vektory pak splnˇuj´ı pro λi 6= λj podmı´nky biortonormality
viNvj = δij, viPvj = −λjδij. (4.2.16)
Zavedeme-li moda´ln´ı matici v P 2n
V = [vν ] ∈ C2n,2n, (4.2.17)
pote´ je moda´ln´ı matice v P n
R = [rν ] ∈ Cn,2n, (4.2.18)







kde Λ je spektra´ln´ı matice, kterou lze zapsat ve tvaru
Λ = diag(λν) ∈ C2n,2n. (4.2.20)
Podmı´nky (4.2.16) mu˚zˇeme prˇepsat do tvaru
VTNV = I, VTPV = −Λ. (4.2.21)
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4.3 Usta´lena´ odezva harmonicky buzeny´ch soustav
4.3.1 Slabeˇ nekonzervativn´ı model
Pohybovou rovnici slabeˇ nekonzervativn´ı (slabeˇ tlumene´) soustavy s harmonicky´m bu-
zen´ım uvazˇujme ve tvaru
Mq¨ + Bq˙ + Kq = fc cosωt+ fs sinωt, (4.3.1)
kde fc a fs jsou vektory amplitud kos´ınovy´ch a s´ınovy´ch slozˇek buzen´ı. Jedna´ se o soustavu
n obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic 2. rˇa´du, kde n prˇedstavuje pocˇet stupnˇ˚u volnosti.
Zavedeme vektor komplexn´ıch amplitud f˜ = fc − ifs pak
Re{f˜eiωt} = fc cosωt+ fs sinωt. (4.3.2)
Soustavu rovnic (4.3.1) vyja´drˇ´ıme v komplexn´ım tvaru
M¨˜q + B ˙˜q + Kq˜ = f˜eiωt, (4.3.3)
kde pro q˜ = qc − iqs plat´ı identita q(t) = Re{q˜eiωt}. Usta´lenou odezvu syste´mu pak
pop´ıˇseme partikula´rn´ım rˇesˇen´ım, ktere´ odhadneme ve tvaru
q˜p = q˜ae
iωt, (4.3.4)
kde q˜a je vektor komplexn´ıch amplitud, zrˇejmeˇ plat´ı
˙˜qp = iωq˜ae
iωt, ¨˜qp = −ω2q˜aeiωt. (4.3.5)
Dosazen´ım rovnic (4.3.5) a (4.3.4) do (4.3.3) dostaneme po u´praveˇ
(−ω2M + iωB + K)︸ ︷︷ ︸
Z(ω)
q˜a = f˜ , (4.3.6)
kde matice Z(ω) je oznacˇova´na jako matice dynamicke´ tuhosti. Komplexn´ı amplitudu pak
lze vyja´drˇit ve tvaru
q˜a = Z
−1(ω)f˜ , (4.3.7)
kde oznacˇme Z−1(ω) = H(ω) jako matici dynamicke´ poddajnosti, i-ty´ tvar komplexn´ı
amplitudy ma´ obecneˇ tvar
q˜ia = qic − iqis. (4.3.8)
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|q˜ia|2, i = 1, 2, ..., n. (4.3.9)
Vykreslen´ım hodnot komplexn´ı amplitudy jednotlivy´ch uzl˚u qˆi(ω) v za´vislosti na bud´ıc´ı
frekvenci ω z´ıska´me amplitudovou charakteristiku, ktera´ na´m da´va´ prˇehled o rezonancˇn´ıch
frekvenc´ıch soustavy. Je proto nutne´ prˇedem vysˇetrˇit moda´ln´ı analy´zu. Rezonance nasta´va´
v prˇ´ıpadeˇ, kdy ω = Ωi, i = 1, 2, ..., n.
4.3.2 Silneˇ nekonzervativn´ı model
Matematicky´ model silneˇ nekonzervativn´ıho modelu s obecny´m buzen´ım o n stupni vol-
nosti uvazˇujme ve tvaru
Mq¨(t) + Bq˙(t) + Kq(t) = f(t), (4.3.10)
kde matice tlumen´ı B je nekomutativn´ı. Jedna´ se tak o silneˇ tlumenou soustavu, kterou







Model lze ve stavove´m prostoru zapsat ve tvaru
Nu˙ + Pu = p(t), p(t) = [0T , f(t)T ]T . (4.3.12)
Provedeme moda´ln´ı transformaci
u = Vx, (4.3.13)
kde V je moda´ln´ı matice (4.2.17). Dosazen´ım (4.3.13) do (4.3.12) a na´soben´ım zleva
transponovanou moda´ln´ı matic´ı dostaneme
x˙(t)−Λx(t) = VTp(t). (4.3.14)
Tato maticova´ rovnice prˇedstavuje 2n na sobeˇ neza´visly´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho
rˇa´du. Pro ν-tou rovnici plat´ı
x˙ν(t)− λνxν(t) = rTν f(t), ν = 1, 2, ..., 2n. (4.3.15)
Da´le uvazˇujme harmonicke´ buzen´ı
f(t) = fC cosωt+ fS sinωt. (4.3.16)
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Zaved’me komplexn´ı tvary buzen´ı i rˇesˇen´ı
f˜(t) = f˜eiωt, q˜(t) = q˜eiωt, x˜(t) = x˜eiωt, (4.3.17)
kde pro vektory komplexn´ıch amplitud plat´ı
f˜ = fC − ifS, q˜ = qC − iqS, x˜ = xC − ixS. (4.3.18)
Komplexn´ı tvar diferencia´ln´ıch rovnic (4.3.15)
˙˜xν(t)− λν x˜ν(t) = rTν f˜eiωt, (4.3.19)
ma´ partikula´rn´ı rˇesˇen´ı x˜ν(t) = x˜νe




iω − λν . (4.3.20)
Vztah (4.3.20) zap´ıˇseme maticoveˇ
x˜ = (iωI−Λ)−1VT f˜ . (4.3.21)
Vzhledem k moda´ln´ı transformaci komplexn´ı stavovy´ vektor u vyjadrˇuj´ıc´ı komplexn´ı am-
plitudy zobecneˇny´ch sourˇadnic q i rychlost´ı q˙ ma´ tvar
u˜ = V(iωI−Λ)−1VT f˜ . (4.3.22)
Podle (4.3.11) pak dostaneme vektor komplexn´ıch amplitud vy´chylek ve tvaru
q˜ = R(iωI−Λ)−1RT f˜ , (4.3.23)





iω − λν . (4.3.24)
Rezonancˇn´ı stavy vzniknou tehdy, kdyzˇ tzv. participacˇn´ı faktory [8]
pν(ω) =




vy´razna´“ maxima, tedy pro ω = ±βν , kde ν = 1, 2, ..., 2n.
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4.4 Numericka´ integrace pohybovy´ch rovnic
Uvazˇujme pohybove´ rovnice obecneˇ ve tvaru (3.1.4). Jedna´ se o soustavu n obycˇejny´ch
linea´rn´ıch diferencia´ln´ıch rovnic druhe´ho rˇa´du s konstantn´ımi koeficienty. Tato soustava
rˇesˇ´ı prˇi zadany´ch pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch
q(0) = q0, q˙(0) = q˙0, (4.4.1)
pohyb kmitave´ho syste´mu s n stupni volnosti. Rˇesˇen´ım teˇchto rovnic z´ıska´me vy´chylku
q(t) a rychlost q˙(t) pro zadany´ cˇasovy´ interval t = [0, T ].
Prˇi numericke´ realizaci je vy´hodne´ prˇeve´st syste´m n diferencia´ln´ıch rovnic druhe´ho
rˇa´du na soustavu 2n diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du. Jedn´ım ze zp˚usob˚u prˇevodu
je prˇipojit k (3.1.4) maticovou identitu





































Nu˙ + Pu = f˜. (4.4.4)
Soustavu rovnic (4.4.4) vyna´sob´ıme N−1 zleva
u˙ = −N−1P︸ ︷︷ ︸
A
u + N−1f˜︸ ︷︷ ︸
F
, (4.4.5)
vy´sledna´ soustava diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du ma´ tvar



















jizˇ lze rˇesˇit rovnici (4.4.6) naprˇ´ıklad v programove´m prostrˇed´ı MATLAB numerickou
metodou Runge-Kutta, procesem ode45.
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5 Aplikace na vnitrˇn´ı vestavbu prototypu vysoko-
rychlostn´ı pohonne´ jednotky
Vy´sˇe uvedene´ postupy matematicke´ho modelova´n´ı uplatn´ıme prˇi vy´pocˇtove´m modelova´n´ı
torzn´ıho kmita´n´ı vnitrˇn´ı vestavby vysokorychlostn´ı pohonne´ jednotky vyv´ıjene´ na ZCˇU
v Plzni ve spolupra´ci s firmou Wikov MGI a.s. Fotografie pohonne´ jednotky je na Obr.
26.
Obr. 26: Fotografie pohonu - prˇedstaven´ı na mezina´rodn´ım veletrhu Innotrans Berlin 2016
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Pro dalˇs´ı potrˇeby modelova´n´ı bude pozornost soustrˇedeˇna na vnitrˇn´ı vestavbu pohonne´
jednotky, jej´ızˇ kinematicke´ sche´ma je uvedeno na Obr. 27.
Obr. 27: Sche´ma pohonu
Vnitrˇn´ı rotuj´ıc´ı vestavba je tvorˇena hrˇ´ıdelem motoru 1, ktery´ nese rotorovy´ paket
a pastorek p1, ktery´ je zubovou vazbou s sˇikmy´m ozuben´ım z1 propojen s kolem k1.
Kolo k1 je umı´steˇno na prˇedlohove´m hrˇ´ıdeli 2. Pastorek p2 a kolo k2 tvorˇ´ı kuzˇelo-cˇeln´ı
ozuben´ı propojuj´ıc´ı hrˇ´ıdel 2 a 3 zubovy´m za´beˇrem z2. Na hrˇ´ıdel 3 nesouc´ı kolo k2 je
nasazen pastorek p3 zab´ıraj´ıc´ı s kolem k3 v zubove´ vazbeˇ z3 se sˇikmy´m cˇeln´ım ozuben´ım.
Vy´stupn´ı hrˇ´ıdel 4 pak lze spojit pomoc´ı pruzˇne´ spojky s kolem s nelinea´rn´ım kontaktem
kolo-kolejnice a nebo rˇeteˇzec obsahuj´ıc´ı kloubove´ hrˇ´ıdele, momentove´ cˇidlo, prokluzovou
spojku a asynchronn´ı motor. Tento rˇeteˇzec tvorˇ´ı soucˇa´st zkusˇebn´ıho standu, na neˇmzˇ lze
prova´deˇt za´kladn´ı testy rychlostn´ıho pohonu.
5.1 Vy´pocˇtove´ modelova´n´ı pohonne´ jednotky
Hrˇ´ıdele pohonne´ho syste´mu diskretizujeme konecˇny´mi prvky o odpov´ıdaj´ıc´ıch paramet-
rech. Uzly na elementech se nacha´z´ı v mı´stech zmeˇny pr˚urˇezu hrˇ´ıdele a v mı´stech nasazen´ı
kotoucˇ˚u. Torzneˇ izolovany´, diskretizovany´ syste´m je zna´zorneˇn na Obr. 28.
Obr. 28: Diskretizace vnitrˇn´ı vestavby pohonu
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V kazˇde´m uzlu je soustrˇedeˇna torzn´ı vy´chylka, cela´ soustava ma´ tedy 27 stupnˇ˚u vol-
nosti.
Pro vy´pocˇtovou analy´zu dynamicke´ho chova´n´ı sestav´ıme vy´pocˇtovy´ model zahrnuj´ıc´ı
kmita´n´ı rotuj´ıc´ıch cˇa´st´ı pohonne´ jednotky. Model zahrnuje na´sleduj´ıc´ı prˇedpoklady
1. torzn´ı kmity,
2. spojite´ rozlozˇen´ı hmotnosti,
3. materia´love´ tlumen´ı,
4. zubova´ vazba bez ztra´ty kontaktu,
5. linea´rn´ı model.
Za uvedeny´ch prˇedpoklad˚u lze pouzˇ´ıt vy´sˇe odvozeny´ postup modelova´n´ı hrˇ´ıdelovy´ch
soustav, viz. kapitola 3. Prˇi tvorbeˇ modelu je vyuzˇita metoda dekompozice na subsyste´my.
Vnitrˇn´ı rotuj´ıc´ı vestavbu lze rozdeˇlit na 4 subsyste´my odpov´ıdaj´ıc´ı 4 hrˇ´ıdel˚um, samo-
statneˇ jsou pak modelova´ny vazby mezi jednotlivy´mi subsyste´my, reprezentovane´ zu-
bovy´mi vazbami z1, z2 a z3. Matematicky´ model kazˇde´ho subsyste´mu lze zapsat ve tvaru
Msq¨(t) + Bsq˙(t) + Ksq(t) = f
E
s (t) + f
Z
s (t), (5.1.1)
kde Ms je matice hmotnosti, Bs je matice tlumen´ı a Ks je matice tuhosti s-te´ho sub-
syste´mu pro s = 1, 2, 3, 4. Tyto matice jsou definova´ny v konfiguracˇn´ım prostoru zo-
becneˇny´ch sourˇadnic reprezentovany´m vektorem qs = [ϕ1, ϕ2, ..., ϕns ], kde ns je pocˇet
stupnˇ˚u volnosti s-te´ho subsyste´mu. Vektor vneˇjˇs´ıch sil fEs (t) a vektor vazbovy´ch sil f
Z
s (t)
definuj´ı zat´ızˇen´ı kazˇde´ho subsyste´mu. Zavedeme-li globa´ln´ı vektor zobecneˇny´ch sourˇadnic
ve tvaru
qp(t) = [q1,q2,q3,q4]
T ∈ R27, (5.1.2)
dostaneme globa´ln´ı matematicky´ model vnitrˇn´ı vestavby
Mq¨p(t) + Bq˙p(t) + Kqp(t) = f
E
p (t) + f
Z
p (t). (5.1.3)
Pro zavedene´ zobecneˇne´ sourˇadnice (5.1.2) maj´ı pak matice M ∈ R27,27, B ∈ R27,27





















Zameˇrˇme se nyn´ı na vyja´drˇen´ı vazbovy´ch sil mezi subsyste´my, ktere´ jsou reprezentovane´
vektorem fZ(t). Prˇevodovy´ syste´m obsahuje 3 zubove´ vazby. Prˇi prˇedpokladu torzn´ıho
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kmita´n´ı lze s´ıly prˇena´sˇene´ jak sˇikmy´m cˇeln´ım ozuben´ım tak i kuzˇelo-cˇeln´ım ozuben´ım
vyja´drˇit pouze tecˇnou slozˇkou p˚usob´ıc´ı v tecˇne´ rovineˇ spoluzab´ıraj´ıc´ıch ozubeny´ch kol.
Pokud za´rovenˇ prˇedpokla´da´me sta´ly´ za´beˇr bez ztra´ty kontaktu mu˚zˇeme zubovou vazbu
nahradit diskre´tn´ı visko-elastickou vazbou, tak jak je uvedeno v kapitole 3.4. Matematicky´
model je pak linea´rn´ı. Podle (3.4.2) a (3.4.3) lze globa´ln´ı vektor vazbovy´ch sil vyja´drˇit
ve tvaru
fZP (t) = KZqp + BZq˙p, (5.1.5)
kde prˇedpokla´dejme, zˇe KZ a BZ jsou globa´ln´ı matice tuhosti , resp. tlumen´ı vsˇech vazeb
mezi subsyste´my. Vy´sledny´ matematicky´ model vnitrˇn´ı rotuj´ıc´ı vestavby se zubovy´mi
vazbami ma´ pak tvar
M︸︷︷︸
Mp
q¨p(t) + (B + BZ)︸ ︷︷ ︸
Bp





Pokud chceme v modelu zahrnout take´ vliv vy´robn´ıch neprˇesnost´ı, reprezentovane´
kinematicky´mi u´chylkami kol, mus´ıme na pravou stranu rovnice prˇicˇ´ıst vektor vnitrˇn´ıho
buzen´ı fI , ktery´ je odvozen v kapitole 3.5.
Vy´sˇe zformulovany´ matematicky´ model vnitrˇn´ı vestavby (index p) lze da´le doplnit
o dalˇs´ı komponenty. Na vy´stupn´ı hrˇ´ıdel (uzel 27) mu˚zˇeme pomoc´ı torzn´ı spojky prˇipojit
model kolejove´ho kola s kontaktem kolo-kolejnice a zahrnout take´ vliv setrvacˇnosti skrˇ´ıneˇ
vozidla, ve ktere´ je pohonny´ syste´m ulozˇen. Velikost tuhosti torzn´ı spojky je uvazˇova´na
kc = 10
8 [Nm/rad], hmotnost kola mk = 150 [kg] a hmotnost vozidla vztazˇena´ na jedno
kolo mv = 2500 [kg]. Matematicky´ model se rozsˇ´ıˇr´ı o 2 stupneˇ volnosti (bez indexu).
Mu˚zˇeme pote´ zkoumat moda´ln´ı vlastnosti silneˇ nekonzervativn´ıho syste´mu s linearizo-
vanou adhezn´ı charakteristikou, jehozˇ matematicky´ model je odvozen v kapitole 3.6.2.
Da´le je mozˇne´ simulovat rozjezd vozidla v cˇasove´ oblasti s nelinea´rn´ı vazbou v kontaktu
kolo-kolejnice (kapitola 3.6.3). Je take´ mozˇne´ na vy´stup pohonne´ jednotky prˇipojit model
torzn´ı soustavy zkusˇebn´ıho standu.
Na za´kladeˇ formulovane´ho matematicke´ho modelu kmita´n´ı torzn´ı soustavy v r˚uzny´ch
modifikac´ıch byl sestaven odpov´ıdaj´ıc´ı vy´pocˇtovy´ model v programove´m prostrˇed´ı
MATLAB.
Nad ra´mec pra´ce byl v prostrˇed´ı MSC.ADAMS sestaven model vnitrˇn´ı vestavby s kon-
taktem kolo-kolejnice (Obr. 29). C´ılem bylo vytvorˇit vy´pocˇtovy´ model s parametry od-
pov´ıdaj´ıc´ımi MKP modelu. Prˇi tvorbeˇ modelu byly pouzˇity na´sleduj´ıc´ı kroky
• jednotlive´ hrˇ´ıdele jsou tvorˇeny z tuhy´ch teˇles, ktere´ odpov´ıdaj´ı konecˇny´m prvk˚um
modelu v MATLABu,
• elementy jsou mezi sebou propojeny torzn´ımi vazbami a jsou rotacˇneˇ prˇipojeny
k ra´mu,
• tuhost torzn´ıch vazeb odpov´ıda´ tuhosti prˇ´ıslusˇny´ch konecˇny´ch prvk˚u MKP modelu,
• na vy´stupn´ı hrˇ´ıdel je pomoc´ı torzn´ı spojky prˇipojeno kolo (v Obr. 29 zna´zorneˇno
cˇervenou barvou) o stejne´m momentu setrvacˇnosti a hmotnosti,
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• vsˇechna teˇlesa konaj´ı pouze rotacˇn´ı pohyb,
• vliv vozidla (vy´chylka, rychlost i zrychlen´ı) je v modelu definova´n diferencia´ln´ı rov-
nic´ı (3.6.21), resp. soustavou diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du z n´ı vytvorˇene´,
• adhezn´ı u´cˇinky v kontaktu kolo-kolejnice jsou v modelu definovane´ prostrˇednictv´ım
adhezn´ıho momentu (3.6.1) p˚usob´ıc´ıho v ose rotace kola,
• model v prostrˇed´ı ADAMS zahrnuje oproti MKP modelu rea´lne´ parametry ozu-
beny´ch kol.
Obr. 29: Model vnitrˇn´ı vestavby v programu ADAMS
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5.2 Moda´ln´ı analy´za
5.2.1 Moda´ln´ı analy´za pohonne´ jednotky
Moda´ln´ı analy´za pohonne´ jednotky spocˇ´ıva´ ve stanoven´ı vlastn´ıch frekvenc´ı fν [Hz] a jim
odpov´ıdaj´ıc´ıch vlastn´ıch vektor˚u vν , pro ν = 1, 2, ..., 27, na prˇidruzˇene´m netlumene´m,
volneˇ kmitaj´ıc´ım a torzneˇ izolovane´m modelu k (5.1.6) ve tvaru
Mpq¨p(t) + Kpqp(t) = 0. (5.2.1)
Pro ilustraci je na Obr. 30 azˇ Obr. 34 zobrazeno 5 frekvencˇneˇ nejnizˇsˇ´ıch vlastn´ıch tvar˚u
a v Tab. 1 jsou uvedeny prˇ´ıslusˇne´ vlastn´ı frekvence. Na kazˇde´m hrˇ´ıdeli je v odpov´ıdaj´ıc´ım
uzlu vykreslena hodnota amplitudy prˇ´ıslusˇne´ vlastn´ı frekvence (modry´ sloupec).
Prˇerusˇovana´ cˇa´ra zna´zornˇuje osu hrˇ´ıdele.
Obr. 30: Prvn´ı vlastn´ı tvar
Obr. 31: Druhy´ vlastn´ı tvar
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Obr. 32: Trˇet´ı vlastn´ı tvar
Obr. 33: Cˇtvrty´ vlastn´ı tvar





Vlastn´ı frekvence [Hz] Charakteristika vlastn´ıch tvar˚u kmita´n´ı
f1 0 Tuhy´ syste´m (bez deformac´ı)
f2 428,62 Torzn´ı zkrucova´n´ı rotoru motoru 1
f3 792,83 Dominantn´ı kmita´n´ı rotoru motoru 1
f4 1215,3 Dominantn´ı kmita´n´ı prˇedlohove´ho hrˇ´ıdele 2
f5 3322,3 Kmita´n´ı hrˇ´ıdele 4
Tab. 1: Hodnoty vlastn´ıch frekvenc´ı a charakteristika vlastn´ıch tvar˚u kmita´n´ı
V prˇ´ıpadeˇ prvn´ıho vlastn´ıho tvaru prˇ´ıslusˇej´ıc´ımu nulove´ vlastn´ı frekvenci soustava
nekmita´, nedocha´z´ı k deformac´ım hrˇ´ıdel˚u, ani vazeb. Druhy´ vlastn´ı tvar je charakteristicky´
torzn´ım zkrucova´n´ım hrˇ´ıdele motoru. U trˇet´ıho tvaru kmitu dominuje torzn´ı kmita´n´ı
hrˇ´ıdele motoru, prˇedlohovy´ hrˇ´ıdel 2 kmita´ v protifa´zi s hrˇ´ıdelem 3. Cˇtvrty´ vlastn´ı tvar je
charakterizova´n prˇedevsˇ´ım torzn´ım zkrucova´n´ım prˇedlohove´ho hrˇ´ıdele 2, hrˇ´ıdel 3 kmita´
v protifa´zi s hrˇ´ıdelem 4. Pa´ty´ tvar prˇedstavuje dominantn´ı kmita´n´ı vy´stupn´ıho hrˇ´ıdele 4.
5.2.2 Moda´ln´ı analy´za pohonne´ jednotky s kontaktem kolo-kolejnice
Matematicky´ model pohonne´ jednotky se prˇida´n´ım vazby kontaktu kolo-kolejnice s linea-
rizovanou adhezn´ı charakteristikou a uvazˇova´n´ım vlivu skrˇ´ıneˇ vozidla rozsˇ´ıˇr´ı o dva stupneˇ
volnosti. Tento matematicky´ model je odvozen v kapitole 3.6.2. Linearizovana´ adhezn´ı
charakteristika se v modelu projev´ı v matici B0(s0, v), matematicky´ model je ve tvaru
Mq¨(t) + (B + B0(s0, v))q˙(t) + Kq(t) = 0. (5.2.2)
Je patrne´, zˇe tento silneˇ nekonzervativn´ı model je za´visly´ na relativn´ım skluzu s0 a rych-
losti vozidla v. Necht’ je moment motoru konstantn´ı, smeˇrnice charakteristiky motoru je
pak bM = 0 [Nm/rad].
Moda´ln´ı analy´za silneˇ nekonzervativn´ıho modelu je uvedena v kapitole 4.2. Na Obr.
35 azˇ Obr. 39 je zobrazeno prvn´ıch 5 vlastn´ıch tvar˚u, prˇedstavuj´ıc´ı velikosti absolutn´ıch
hodnot vlastn´ıch vektor˚u, odpov´ıdaj´ıc´ım serˇazeny´m vlastn´ım cˇ´ısl˚um pro s0 = 0, 001 a v =
40 [km/h]. Vlastn´ı cˇ´ısla jsou uvedena v Tab. 2. Vykreslen´ı vlastn´ıch tvar˚u je na stejne´m
principu jako u konzervativn´ıho modelu.
Poznamenejme, zˇe prˇi vykreslova´n´ı vlastn´ıch tvar˚u kmit˚u u silneˇ nekonzervativn´ıho
modelu je vy´hodneˇjˇs´ı animace, jelikozˇ prˇi vykreslen´ı velikosti absolutn´ıch hodnot vlastn´ıch
vektor˚u nelze rozeznat, jestli syste´m kmita´ ve fa´zi nebo v protifa´zi.
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Obr. 35: Prvn´ı vlastn´ı tvar
Obr. 36: Druhy´ vlastn´ı tvar
Obr. 37: Trˇet´ı vlastn´ı tvar
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Obr. 38: Cˇtvrty´ vlastn´ı tvar




λν = αν ± iβν [Hz]
s0 = 0, 001 s0 = 0, 005 s0 = 0, 01
1
40 −18, 9± i143, 4 −43, 6± i333, 6 6± i336, 3
80 −38, 2± i142, 4 −14, 8± i336 7,3± i336, 1
160 −91, 7± i138, 9 −1, 9± i336, 3 6,4± i336, 3
2
40 −8, 8± i454, 1 −17, 3± i475, 4 −5, 1± i479, 2
80 −10, 8± i454, 4 −10, 8± i478, 9 −4, 6± i479, 1
160 −14, 8± i455, 8 −7, 3± i479, 4 −4, 9± i479, 2
3
40 −41, 9± i985, 9 −39, 5± i982, 8 −35± i983, 3
80 −46, 8± i963 −36, 9± i983, 3 −34, 9± i983, 3
160 −49± i972 −35, 8± i983, 3 −35± i983, 3
4
40 −91, 4± i1335, 5 −87, 4± i1353, 5 −84, 7± i1353, 6
80 −95± i1340, 4 −85, 8± i1353, 6 −84, 7± i1353, 6
160 −94, 7± i1347, 7 −85, 1± i1353, 6 −84, 7± i1353, 6
5
40 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7
80 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7
160 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7
Tab. 2: Vlastn´ı cˇ´ısla
Prvn´ı vlastn´ı tvar kmitu je charakterizova´n slaby´m kmitavy´m pohybem. Prˇi druhe´m
a trˇet´ım vlastn´ım tvaru je dominantn´ı kmita´n´ı hrˇ´ıdele motoru. Cˇtvrty´ vlastn´ı tvar
prˇedstavuje kmita´n´ı prˇedlohove´ho hrˇ´ıdele 2 a vy´stupn´ıho hrˇ´ıdele 4, kolo se vsˇak prˇ´ıliˇs
torzneˇ nevychyluje. U pa´te´ho vlastn´ıho tvaru dominuje kmita´n´ı prˇedlohove´ho hrˇ´ıdele 2.
V Tab. 2 je patrny´ skokovy´ rozd´ıl mezi imagina´rn´ımi cˇa´stmi vlastn´ıho cˇ´ısla λ1 pro
skluz s0 = 0, 001 a s0 = 0, 005 u vsˇech uvedeny´ch rychlost´ı vozidla. To je zp˚usobeno
zmeˇnou hodnoty koeficientu (3.6.11) v matici (3.6.13) v d˚usledku rozd´ılne´ho relativn´ıho
skluzu s0 (bod Taylorova rozvoje) v adhezn´ı charakteristice (Obr. 22).
Na za´kladeˇ moda´ln´ı analy´zy lze rozhodovat o stabiliteˇ syste´mu. Lze doka´zat [4], zˇe
rea´lne´ cˇa´sti vlastn´ıch cˇ´ısel rozhoduj´ı o stabiliteˇ. Pokud alesponˇ jedno vlastn´ı cˇ´ıslo nebo
alesponˇ jeden pa´r komplexneˇ sdruzˇeny´ch vlastn´ıch cˇ´ısel ma´ kladnou rea´lnou cˇa´st, soustava
je nestabiln´ı. V Tab. 2 jsou rea´lne´ cˇa´sti tucˇneˇ zvy´razneˇny. Je patrne´, zˇe syste´m je pro
vsˇechny uvedene´ rychlosti nestabiln´ı s relativn´ım skluzem s0 = 0, 01.
56
5.3 Usta´lena´ odezva na vnitrˇn´ı buzen´ı vlivem kinematicke´ u´chylky
kol
5.3.1 Vnitrˇn´ı vestavba
Meˇjme matematicky´ model (5.1.6) s vektorem vnitrˇn´ıho buzen´ı (3.5.11). Usta´lene´ kmity
vybuzene´ u´chylkami prˇevodove´ho pomeˇru budeme vysˇetrˇovat kolem staticke´ rovnova´zˇne´
polohy dane´ jmenovity´m staticky´m zat´ızˇen´ım. Kinematicke´ u´chylky vyja´drˇ´ıme s vyuzˇit´ım











∆˜z,k = ∆kc − i∆ks. (5.3.2)
Usta´lena´ odezva prˇedstavuje partikula´rn´ı rˇesˇen´ı soustavy rovnic (5.1.6). Toto rˇesˇen´ı hle-












jsou vektory komplexn´ıch amplitud. Dosazen´ım rovnic (5.3.1) a (5.3.3)
do p˚uvodn´ı rovnice matematicke´ho modelu dostaneme vektory komplexn´ıch amplitud
ve tvaru
qz,k =
[−Mpk2ω2z + ikωzBp + Kp]−1 (kz + ikωzbz) ∆˜z,kcz. (5.3.4)
Zubove´ frekvence ωz je u´cˇelne´ vyja´drˇit pomoc´ı prˇevod˚u vzhledem k referencˇn´ı frekvenci
ota´cˇen´ı hrˇ´ıdele motoru ω0 nebo ota´cˇek n












je zubovy´ prˇevod za´beˇru z vztazˇeny´ k hnac´ımu hrˇ´ıdeli. U´rovenˇ kmita´n´ı hrˇ´ıdelove´ soustavy






|qz,ki |2, i = 1, 2, ..., n. (5.3.7)
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Nyn´ı se zameˇrˇme na situaci, kdy dojde k rezonanci. Rezonanci je u´cˇelne´ vyjadrˇovat pomoc´ı
tzv. rezonancˇn´ıch ota´cˇek nz,k,ν . Jedna´ se o referencˇn´ı ota´cˇky hnac´ıho hrˇ´ıdele, prˇi nichzˇ k-
ta´ harmonicka´ slozˇka kinematicke´ u´chylky v zubove´m za´beˇru z rezonuje s ν-tou vlastn´ı
frekvenc´ı Ων . Rezonance tedy nasta´va´ v prˇ´ıpadeˇ
Ων = kωz. (5.3.8)










[m], ∆ks = 0[m], k = 1, 2, 3. (5.3.10)
Uvazˇujme pouze k = 1, nebot’ hlavn´ı harmonicka´ slozˇka ma´ nejvy´razneˇjˇs´ı vliv na chova´n´ı
syste´mu.
Na Obr. 40 azˇ Obr. 43 jsou zobrazeny pr˚ubeˇhy horn´ıch efektivn´ıch odhad˚u u´hlu
natocˇen´ı v uzlech pro jednotlive´ hrˇ´ıdele v za´vislosti na referencˇn´ıch ota´cˇka´ch hnac´ıho
hrˇ´ıdele v rozsahu n = 200 ÷ 12000 [ot/min]. Pro prˇehlednost jsou tyto odhady zobra-
zeny pro jednotlive´ hrˇ´ıdele zvla´sˇt’. Uved’me pouze buzen´ı kinematickou u´chylkou zubove´
vazby z3, ostatn´ı jsou uvedeny v prˇ´ıloze (A). Na ose zobrazuj´ıc´ı referencˇn´ı ota´cˇky jsou




























































Obr. 43: Horn´ı odhady zobecneˇny´ch vy´chylek uzl˚u vy´stupn´ıho hrˇ´ıdele
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Je zrˇejme´, zˇe k rezonanci dojde prˇi n = 5934, 7 [ot/min] a n = 10977, 6 [ot/min], cozˇ
podle rezonancˇn´ı rovnice (5.3.9) prˇ´ıslusˇ´ı 2. a 3. vlastn´ı frekvenci (Tab. 1). Tomu odpov´ıdaj´ı
i vybuzene´ vlastn´ı tvary kmitu (Obr. 31, Obr. 32).
Poznamenejme, zˇe prˇi uvazˇova´n´ı 2. (k = 2) a 3. (k = 3) harmonicke´ slozˇky, dojde
podle rezonancˇn´ı rovnice (5.3.9) k rezonanci prˇi nizˇsˇ´ıch ota´cˇka´ch referencˇn´ıho hrˇ´ıdele,
avsˇak amplitudy teˇchto vy´chylek jsou mensˇ´ı nezˇ amplitudy odpov´ıdaj´ıc´ı hlavn´ı harmo-
nicke´ slozˇce.
5.3.2 Pohonna´ jednotka s kontaktem kolo-kolejnice a vlivem skrˇ´ıneˇ vozidla
Matematicky´ model pohonne´ jednotky s kontaktem kolo-kolejnice s vlivem skrˇ´ıneˇ vozidla
je stejny´ jako (5.2.2) s vektorem vnitrˇn´ıho buzen´ı (3.5.11) ve tvaru
Mq¨(t) + (B + B0(s0, v))q˙(t) + Kq(t) = f
I
Z(t). (5.3.11)
Stejny´m postupem jako v kapitole 5.3.1 dostaneme vektory komplexn´ıch amplitud
qz,k =
[−Mk2ω2z + ikωz(B + B0(s0, v)) + K]−1 (kz + ikωzbz) ∆˜z,kcz, (5.3.12)
s t´ım rozd´ılem, zˇe nyn´ı tyto vektory za´visej´ı na relativn´ım skluzu s0 a rychlosti vozidla v.
Podle za´veˇr˚u uvedeny´ch v kapitole 4.3.2 dojde k rezonanci v prˇ´ıpadeˇ
βν = kωz, (5.3.13)





Uvazˇujme take´ pouze hlavn´ı harmonickou slozˇku, vnitrˇn´ı buzen´ı ve 3. zubove´ vazbeˇ
a stejny´ rozsah referencˇn´ıch ota´cˇek hnac´ıho hrˇ´ıdele. Hodnotu relativn´ıho skluzu uvazˇujme
s0 = 0, 001 a rychlost vozidla v = 40 [km/h].
Na Obr. 44 azˇ Obr. 47 jsou zobrazeny horn´ı efektivn´ı odhady u´hl˚u natocˇen´ı v uzlech pro
jednotlive´ hrˇ´ıdele zvla´sˇt’, posledn´ı uzel cˇtvrte´ho hrˇ´ıdele prˇedstavuje kolo. Je vykreslena
pouze odezva na vnitrˇn´ı buzen´ı zubove´ vazby z3, odezva na vnitrˇn´ı buzen´ı v zubove´m
























































Obr. 47: Horn´ı odhady zobecneˇny´ch vy´chylek uzl˚u vy´stupn´ıho hrˇ´ıdel, uzel 7 prˇedstavuje
kolo
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Je patrne´, zˇe k rezonanci dojde prˇi n = 1985, 1 [ot/min] a n = 6286, 5 [ot/min] hnac´ıho
hrˇ´ıdele, cozˇ podle rezonancˇn´ı rovnice (5.3.14) prˇ´ıslusˇ´ı 1. a 2. vlastn´ımu cˇ´ıslu (Tab. 2).
Tomu odpov´ıdaj´ı i vybuzene´ vlastn´ı tvary kmitu (Obr. 35, Obr. 36).
Srovna´me-li vy´sledky buzen´ı kinematickou u´chylkou v trˇet´ı zubove´ vazbeˇ u slabeˇ ne-
konzervativn´ıho modelu vnitrˇn´ı vestavby a silneˇ nekonzervativn´ıho modelu s linearizova-
nou adhezn´ı charakteristikou v kontaktu kolo-kolejnice, lze si vsˇimnout, zˇe rezonance u ne-
konzervativn´ıho modelu nasta´va´ prˇi nizˇsˇ´ıch ota´cˇka´ch hnac´ıho hrˇ´ıdele. Rozd´ıl lze zhruba
odhadnout na 4000 [ot/min]. To je prˇedevsˇ´ım zp˚usobeno nizˇsˇ´ı hodnotou imagina´rn´ı cˇa´sti
vlastn´ıho cˇ´ısla λ1 silneˇ nekonzervativn´ı soustavy (za´visla´ na relativn´ım skluzu s0 a rych-
losti v) oproti hodnoteˇ vlastn´ı frekvence Ω2 slabeˇ nekonzervativn´ı soustavy. Toto sn´ızˇen´ı
je zp˚usobeno vlivem hmotnosti kola a skrˇ´ıneˇ vozidla uvazˇovane´ u silneˇ nekonzervativn´ıho
modelu.
Poznamenejme, zˇe prˇi zmeˇneˇ hodnoty relativn´ıho skluzu s0 by se podle Tab. 2 meˇnila
imagina´rn´ı cˇa´st vlastn´ıho cˇ´ısla λ1 a t´ım i rezonancˇn´ı ota´cˇky.
5.4 Simulace rozjezdu vozidla v cˇasove´ oblasti
Matematicky´ model a adhezn´ı charakteristiku jsme odvodili v kapitole 3.6.3. V nasˇem
prˇ´ıpadeˇ prˇipoj´ıme prˇes torzn´ı spojku kolo s uvazˇova´n´ım kontaktu kolo-kolejnice na uzel 27.
Uvazˇujme i vliv setrvacˇnosti skrˇ´ıneˇ vozidla. Syste´m ma´ pak 29 stupnˇ˚u volnosti. Globa´ln´ı
matematicky´ model pak uvazˇujme bez vnitrˇn´ıho buzen´ı ve tvaru
Mq¨(t) + Bq˙(t) + Kq(t) = fE(t), (5.4.1)
kde jednotlive´ matice jsou detailneˇ uvedeny v kapitole 3.6.3. Rozjezd vozidla simulujeme
pro nulove´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky
q0 = 0, q˙0 = 0. (5.4.2)
Vektor vneˇjˇs´ıho buzen´ı ma´ pak podle (3.6.24) tvar
fE(t) = [0, 0,MM , 0, ...,−rkT, T − o(v)]T ∈ R29, (5.4.3)
kde MM je moment motoru umı´steˇny´ na 3. uzlu hrˇ´ıdele motoru. Abychom se vyhnuli sko-
kove´mu zat´ızˇen´ı syste´mu, budeme uvazˇovat postupne´ nab´ıha´n´ı momentu motoru obecneˇ
ve tvaru
MM = M0(1− e−kt), (5.4.4)
kde M0 je maxima´ln´ı hodnota a k je koeficient, ktery´ uda´va´ mı´ru stoupa´n´ı hodnoty
momentu. Pro hodnoty k = 5 a M0 = 200 [Nm] je na Obr. 48 zna´zorneˇn jeho pr˚ubeˇh.
Zameˇrˇme se nyn´ı na vliv odporu prostrˇed´ı o(v). Tuto odporovou s´ılu za´vislou na rychlosti
























Obr. 48: Moment motoru
Uvazˇujme usta´leny´ stav syste´mu ve tvaru
x˙v = konst, ϕ˙k = konst, (5.4.6)
potom mus´ı platit momentova´ podmı´nka rovnova´hy na kole dle Obr. 25 a (5.4.4) ve tvaru
M0p = Trk → T = M0p
rk
. (5.4.7)
Na skrˇ´ıni vozidla pak pro usta´leny´ stav plat´ı podle (3.6.21)
T = o(v) = k3x˙
2
v. (5.4.8)
Rovnici (5.4.7) dosad´ıme do (5.4.8) a ze znalosti momentu motoru a prˇevodove´ho pomeˇru






Prˇedpokla´dejme silny´ vliv odporu prostrˇed´ı pro k3 = 50. Tak silny´ odpor prostrˇed´ı nemu˚zˇe
v rea´lne´m prˇ´ıpadeˇ nastat, proto takovy´ rozjezd vozidla neodpov´ıda´ realiteˇ, ale pouze tak
testujeme funkcˇnost modelu, ktery´ mu˚zˇe by´t da´le verifikova´n.
Budeme zkoumat 2 provozn´ı stavy a to rozjezd bez prokluzu ve vazbeˇ mezi kolem a ko-
lejnic´ı a rozjezd vozidla s prokluzem. Prokluz lze vyvolat zvy´sˇen´ım za´teˇzˇne´ho momentu.
Podle rovnice (5.4.7) lze pro maxima´ln´ı hodnotu koeficientu adheze µ
.
= 0, 5 prˇiblizˇneˇ





5.4.1 Rozjezd bez prokluzu
Na Obr. 49 azˇ Obr. 52 jsou vykresleny velicˇiny z´ıskane´ simulac´ı rozjezdu vozidla bez
prokluzu kola. Syste´m je buzen z nulovy´ch pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek momentem ve tvaru
(5.4.4) s hodnotami k = 5 a M0 = 200 [Nm].











rychlost vozidla a obvodová rychlost kola
rychlost vozidla
obvodová rychlost kola
Obr. 49: Porovna´n´ı rychlost´ı










rozdíl rychlosti vozidla a obvodové rychlosti kola
rychlost vozidla
obvodová rychlost kola
Obr. 50: Rozd´ıl rychlost´ı












Obr. 51: Vy´chylka vozidla












Obr. 52: Vyuzˇita´ cˇa´st adhezn´ı charakteris-
tiky
Na Obr. 49 je uvedeno porovna´n´ı rychlosti vozidla a obvodove´ rychlosti kola. Hodnota
obvodove´ rychlosti kola je vlivem relativn´ıho skluzu nepatrneˇ veˇtsˇ´ı, tento rozd´ıl je zobrazen
na Obr. 50. Na Obr. 51 je zna´zorneˇna vy´chylka vozidla. Z Obr. 52 je pak zrˇejme´, zˇe se
hodnota koeficientu adheze v adhezn´ı charakteristice (Obr. 22) pohybovala ve stabiln´ı
oblasti, za´rovenˇ je podle Obr. 22 patrna´ zmeˇna sklonu grafu adhezn´ı charakteristiky (Obr.
52), ktera´ je zp˚usobena vlivem zmeˇny rychlosti vozidla.
Pro porovna´n´ı vy´sledk˚u mezi MKP modelem a modelem v prostrˇed´ı ADAMS je
na Obr. 53 vykreslen rozjez vozidla bez prokluzu kola na kolejnici.
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Obr. 53: Porovna´n´ı simulace rozjezdu vozidla
Rozd´ıly obou rˇesˇen´ı mohou by´t zp˚usobeny r˚uzny´mi numericky´mi metodami nebo pouzˇit´ım
rea´lny´ch parametr˚u ozuben´ı v prostrˇed´ı ADAMS.
5.4.2 Rozjezd s prokluzem
Na Obr. 54 azˇ Obr. 56 je zna´zorneˇn pr˚ubeˇh vybrany´ch velicˇin z´ıskany´ch simulac´ı rozjezdu
vozidla s prokluzem kola. Syste´m je buzen z nulovy´ch pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek momentem
ve tvaru (5.4.4) s hodnotami k = 5 a M0 = 310 [Nm].











rychlost vozidla a obvodová rychlost kola
rychlost vozidla
obvodová rychlost kola
Obr. 54: Porovna´n´ı rychlost´ı













Obr. 55: Vy´chylka vozidla
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Obr. 56: Vyuzˇita´ cˇa´st adhezn´ı charakteristiky
Na Obr. 54 je uvedeno porovna´n´ı rychlosti vozidla a obvodove´ rychlosti kola. Je patrne´,
zˇe v cˇase 2 [s] dojde k vy´razne´mu na´r˚ustu obvodove´ rychlosti kola (prokluz) a k poklesu
rychlosti vozidla vlivem odporu prostrˇed´ı. Na Obr. 55 je zna´zorneˇna vy´chylka vozidla.
Z Obr. 56 je pak zrˇejme´, zˇe se hodnota koeficientu adheze v adhezn´ı charakteristice (Obr.
22) pohybovala v nestabiln´ı oblasti a dosˇlo k poklesu koeficientu adheze.
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6 Za´veˇr
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ dynamikou pohon˚u kolejovy´ch vozidel se zameˇrˇen´ım
na torzn´ı kmita´n´ı rotuj´ıc´ıch komponent. V kapitole 2 byla uvedena za´kladn´ı resˇersˇe
koncepc´ı pohon˚u kolejovy´ch vozidel, ktere´ lze podle zp˚usobu pohonu dvojkol´ı rozdeˇlit
na centra´ln´ı pohon spojnicovy´, individua´ln´ı pohon dvojkol´ı a skupinovy´ pohon. U jednot-
livy´ch koncepc´ı byl uveden za´kladn´ı popis.
V kapitole 3 byly odvozeny matematicke´ modely torzn´ıho kmita´n´ı hrˇ´ıdelovy´ch soustav
se zubovy´mi vazbami metodou konecˇny´ch prvk˚u, vcˇetneˇ vnitrˇn´ı dynamiky ozubeny´ch
prˇevod˚u. Byl zde da´le uveden teoreticky´ rozbor adhezn´ıch u´cˇink˚u p˚usob´ıc´ıch v kontaktu
kolo-kolejnice a matematicky´ model hrˇ´ıdelove´ soustavy s respektova´n´ım kontaktu kola
s kolejnic´ı a vlivu setrvacˇnosti skrˇ´ıneˇ vozidla.
V kapitole 4 byly uvedeny za´kladn´ı metody dynamicke´ analy´zy kmitaj´ıc´ıch soustav.
Byla zde prˇedstavena moda´ln´ı analy´za a usta´lena´ odezva harmonicky buzeny´ch slabeˇ
nekonzervativn´ıch i silneˇ nekonzervativn´ıch soustav.
Vytvorˇena´ metodika matematicke´ho modelova´n´ı byla aplikova´na na vnitrˇn´ı rotuj´ıc´ı ve-
stavbu vysokorychlostn´ı pohonne´ jednotky vyv´ıjene´ na ZCˇU ve spolupra´ci s firmou Wikov
MGI a.s. Implementace vytvorˇene´ metodiky modelova´n´ı byla zpracova´na v programove´m
prostrˇed´ı MATLAB. Byla provedena moda´ln´ı analy´za, usta´lena´ odezva na vnitrˇn´ı bu-
zen´ı vlivem kinematicke´ u´chylky kol a cˇasova´ simulace rozjezdu. Simulovany´ rozjezd vsˇak
neodpov´ıda´ realiteˇ, ale pouze testuje funkcˇnost dane´ho vy´pocˇtove´ho modelu.
Za´veˇrem je mozˇne´ konstatovat, zˇe c´ıle formulovane´ v zada´n´ı bakala´rˇske´ pra´ce byly
splneˇny. Nad ra´mec pra´ce byl v prostrˇed´ı ADAMS sestaven model vnitrˇn´ı vestavby s kon-
taktem kolo-kolejnice. Tento model byl vytvorˇen za stejny´ch prˇedpoklad˚u. V prostrˇed´ı
ADAMS byl vyuzˇit modul pro vytvorˇen´ı zubovy´ch vazeb, kdy jsou modelova´ny rea´lne´
kontakty mezi boky zub˚u za prˇedpokladu idea´ln´ı geometrie ozuben´ı. V porovna´n´ı s MKP
modelem lze rˇ´ıci, zˇe bylo dosazˇeno srovnatelny´ch vy´sledk˚u. V budoucnu je mozˇne´ mo-
del vnitrˇn´ı vestavby rozsˇ´ıˇrit o model zkusˇebn´ıho standu nebo o model motoru s perma-
nentn´ımi magnety a sledovat tak elektro-mechanickou interakci prˇi provozu. Na za´kladeˇ
pla´novany´ch experiment˚u pak bude prova´deˇno ladeˇn´ı na´vrhovy´ch parametr˚u vy´pocˇtove´ho
modelu. Naladeˇny´ vy´pocˇtovy´ model pak bude slouzˇit pro predikci chova´n´ı soustavy
v r˚uzny´ch za´teˇzˇny´ch rezˇimech.
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Prˇ´ılohy
A Usta´lena´ odezva na buzen´ı kinematickou u´chylkou
Na Obr. 57 azˇ Obr. 60 jsou vykresleny horn´ı efektivn´ı odhady u´hl˚u natocˇen´ı v uzlech pro
jednotlive´ hrˇ´ıdele zvla´sˇt’ u modelu vnitrˇn´ı vestavby, na Obr. 61 azˇ Obr. 64 jsou pak tyto
odhady vykresleny u modelu pohonne´ jednotky s linearizovanou adhezn´ı charakteristikou
v kontaktu kolo-kolejnice. Jedna´ se o vnitrˇn´ı buzen´ı v zubovy´ch za´beˇrech z1 a z2.






























































Obr. 60: Vy´stupn´ı hrˇ´ıdel 4
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Obr. 64: Vy´stupn´ı hrˇ´ıdel 4
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